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Pregunta 1
Considere un espacio métrico (X, d) y dos funciones continuas f, g : X — R.
1. Pruebe que para todo A € R se tiene que la funcién h : X — R, definida por
hz) = f(z)+Ag(x) zeX,

es continua.

Solucién: Si A = 0 el resultado es directo, pues la funcién h = f + Ag = f es continua de
acuerdo al enunciado. Supongamos entonces A # 0.

Sea z € X ye>0. Como fy g son continuas en x, se tendra que existe d1,d2 > 0 tales que

da,y) <8 = |f@) - fWl <3

3

d(z,y) <d = lg(x) —g(y)| < AN

Por lo tanto, definiendo § := min{d1, d2} se tendrd

d(z,y) <6 = |f(z) +Ag(x) = f(y) = AgW)| < [f(2) = fFWI + [Mg(z) —g(y)| <e,
concluyendo asi que f + Ag es continua en x.

2. Para o, 8 € R considere los siguientes subconjuntos de X:
A={zeX : f(x)—glx)>a} y B:={zxeX : f(z)+g(x) < B}

Demuestre que A es cerrado y B es abierto.

Solucién: Para a;, 8 € R se observa que los conjuntos A y B se pueden escribir de la siguiente
forma:

A=(f=9) o, +o0)),  B=(f+g)~"(~o0,B). (1)

Por otro lado, por la pregunta anterior, se tiene que las funciones f — gy f+ g son continuas.
Por lo tanto, como [«, +00[ es un conjunto cerrado de R y | — oo, 8] es abierto, deducimos que
A es cerrado y B es abierto en X, en virtud de las expresiones indicadas en (1) (preimdgenes
de un conjunto cerrado y de un conjunto abierto a través de funciones continuas).

3. Para los mismos conjuntos A y B definidos en el punto anterior, pruebe que

{reX : f(z)—g(x) >a} Cint(A) y Bc{reX : f(z)+g(x) <8}

Solucién: Como A* = {z € X : f(z) —g(z) > o} = (f — g9) (o, +x[), f — g es una
funcién continua y Ja, +00[ es un conjunto abierto en R, se tiene que A* es abierto que ademés



estd contenido en A. Por lo tanto A* C int(A) pues int(A) es el conjunto abierto mas grande
contenido en A.

Similarmente, observamos que B* :={z € X : f(x) +g(z) < B} = (f +9)7 (] — 00, 3]) es
un conjunto cerrado, por ser f + g una funcién continua y ] — oo, 4] un conjunto cerrado en
R. Como B C B* se deduce B C B*.

Pregunta 2

Sea (X,d) un espacio métrico compacto y fr : X — R una sucesién de funciones continuas
que converge puntualmente a una funcién continua f : X — R. Adicionalmente, la sucesién
{fx}ren C C(X,R) satisface la siguiente propiedad:

fre+1(z) < fu(x) VeeX, VkeN
Para ¢ > 0 y k£ € N considere el siguiente conjunto:
Cii={ze X : [f(z) - fula)] = &}.
1. Pruebe que para todo € > 0y k € N, te tiene
Cr={zeX : fr(x)— f(z) > e}

Demuestre ademds que Cj, es un conjunto cerrado de X y C;; C Cf.

Solucién: Sea € > 0y k € N. Veamos que
[f (@) = fe(@)] = fu(z) = f(z)  VaeeX (2)
Alternativa 1: Si esto no se tiene, entonces existird ¢ € X tal que fi(x) < f(z). Definiendo
6 := f(x) = fr(x) >0

se tendrd entonces que
f@) = fw(@)=2d VK =k,
contradiciendo
fla) = lim fu(a).
k' =400

Por lo tanto, se tiene (2).

Alternativa 2: Dado = € X tenemos que fri1(x) < fr(z) Vk € N, luego

fran(®) < fr(z) VneN.

Como fm(x) = f(z) si m — oo, entonces fijo k y tomando limite cuando n — oo, se tiene
que

f(x) < fr(z).

Por lo tanto, se tiene (2).

Ahora, de (2) se tiene que:

Ci={reX : file)~ f(x) > e} = (f = /)" (e, +o0[)-



Adicionalmente, como fj — f es una funcién continua (por la Pregunta 1) y [e, +oo[ es un
conjunto cerrado en R, deducimos que C es un conjunto cerrado de X.

Finalmente, como fi4+1(x) < fr(x) para doto k € N y todo = € X, se tendra
r€Ciy & fori(x) — flx) > e= filz) = f(x) > e o2 e Cf,
probando ast Cy,, C C}.

. Demuestre que para todo € > 0 se obtiene (] Cf = ) y luego concluya que existe kg € N tal
kEN
que Cf, = () para todo k > ko.

Solucién: Supongamos existe € > 0 tal que (| Cf # 0. Sea z € (| Cf, entonces
keN keN

[fe(z) = f(x)| 2 VEkeN,

lo que contradice la igualdad
fl@)= lm fi(x)

k—+oco

que se tiene de la convergencia puntual. Por lo tanto, (| Cf = 0.
keN

Como X es compacto, existiran ki, ko, ..., k, € N tales que

(Cr, =0
j=1

Pero como Cf,; C Cy, se deduce entonces
n
— g __ €
0=()Ci, =Cr,
j=1

donde ko = méx{ki, ka,...,k,}, teniendo ademas C}, = () para todo k > ko.

. Demuestre que f; converge uniformemente a f.

Solucién: Sea ¢ > 0. Por la parte anterior, sabemos que existe ko € N tal que C§ = ) para
todo k£ > kq. Por lo tanto,
Cp)r=X V k> k.

Esto quiere decir que

sup |fu(@) — f@) e ¥ k> ko,
reX

concluyendo en consecuencia que {f;}ren converge uniformemente a la funcién f.



Pregunta 3

En un espacio métrico (X, d) considere un conjunto no vacio ¢ C X y la funcién d¢ : X — R
definida por
d = inf d
c(x) = fof d(z,y),
denominada funcién distancia al conjunto C.
1. Justifique que la funcién d¢ esta bien definida y pruebe que es continua en todo punto de X.

Solucién: Como d(x,y) > 0 para todo z,y € X, se tendrd

< inf d = do(z).
Ofylgc (z,y) = do(x)

Por otro lado, como C # (), para xg € C se tendrd
de(z) < d(z,z0) < +o0.

Por lo tanto d¢(x) € [0, +00[ para todo x € X, mostrando as{ que la funcién deo(-) estd bien
definida.

Sean ahora z,y € X. Entonces,
de(z) < d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2) VzeC.

De aqui se concluye
de(z) < d(z,y) +dc(y).

Intercambiando los roles de = e y, deducimos
de(z) —de(y)| < d(z,y)  Va,yeX,
por lo tanto d¢(+) es Lipschitz y, en consecuencia, es una funcién continua.

2. Para dos conjuntos no vacios A, B C X se define

dist(A, B) := inf{d(a,b) : a € A, be B} = gélg da(b) = irelgdB(a),

donde d4(-) y dp(-) son las funciones distancia a los conjuntos A y B respectivamente. Si A
es compacto y B es cerrado, demuestre que A N B = () si y sélo si dist(A, B) > 0.

Solucién:
Si AN B # 0, mostremos que dist(A, B) = 0.

Alternativa 1: Sea T € AN B. Entonces d4(Z) = 0, pues A es un conjunto cerrado y, por
lo tanto,
0 < dist(A, B) = gngdA(b) <da(z) = 0.
€

Alternativa 2: Sea T € AN B. Entonces

inf{d(a,b) : a € A, be B} <d(z,z),
luego 0 < dist(A, B) <0, por lo tanto dist(A, B) = 0.
Supongamos ahora dist(A4, B) = 0 y mostremos AN B # (.



Alternativa 1: Para cada k € N existe ay, € A y b € B tales que

11
0 < d(ag, by) < dist(4, B) + - = +.

Como A es un conjunto compacto, existe @ € A y una subsucesion {ay; } jen tal que ap;, — a.
Se tendrd ademés que by, — @ pues

1
d(bkj,d) < d(bkj,akj) —|—d(akj,d) < T + d(akj,fl) — 0.
J

Como Ay B son conjuntos cerrados, y recordando ay, € Ay by, € B, se tendra entonces

lim ap, =ac A
j—=4oo 7

lim by, =a€ B
Jj—4o00

concluyendo @ € AN By, por lo tanto, AN B # ().

Alternativa 2: Sabemos que dg : X — R es funcién continua y como A es compacto,
entonces dp alcanza un minimo en A. Sea ag € A tal que

dB(ao) = 31612 dB(a).

Tenemos que B es cerrado y dg(ag) = 0, por lo tanto ag € B, luego AN B # 0.

. Sean K, U C X con K compacto no vacio y U abierto tal que K C U. Demuestre que existe
un conjunto abierto V C X, tal que

KcVcVvVcU.

Solucién: Alternativa 1: Como U es un conjunto abierto, se tiene que para todo x € U,
existe €, > 0 tal que
B(x,e;) C Blz,e,] C U.

Por lo tanto

U B(z,e,) = U Blz,e,] = U.

reX zeX

Como K C U y K es compacto, existirdn z1,...,z, € U tales que

n

K C O B(zj,e.;) C U Blzj,e.,] CU.

Jj=1 Jj=1

Si definimos

n

V= U B(zj,es;)

=1

se tiene que V' es abierto (unién de conjuntos abiertos) y

V C U B[.Tj,t’:‘xj]
j=1



puesto que el conjunto del lado derecho es un cerrado (unién finita de cerrados) que contiene
a V. Por lo tanto, o
Kcvcvcl.

Alternativa 2: Se tiene que K compacto, U abierto y K C U, por lo tanto U€ es cerrado
y KNU® = (. Por resultado de la parte anterior, tenemos que dist(K,U¢) > 0. Definamos
ri= %dist(K7 U¢). Como K es compacto, existen x1,--- ,x, € K tal que

n

K C U B(J?j,’l“).

j=1

Definamos V' := J;_, B(zj, 7).

Por otro lado, U?Zl Blz;,r] es cerrado, puesto que es unién finita de conjuntos cerrados, por
lo tanto

Vc U Blxz;, 7).
j=1

Demostremos ahora que J;_, Blz;,r] C U.

Sea x € |Jj_, Blzj,7], luego @ € Blwj,, 7| para algiin jo € {1,---,n}. Para y € U® se tiene
que
d(@,y) = d(wjo,y) — d(@,24,) 2 d(25y, US) =1 =7 >0,

por lo tanto dist(z, U¢) > 0. Como U¢ es cerrado, tenemos que x € U.

Hemos demostrado que

KcVcVc|]Blcl,
j=1

concluyendo que existe V' conjunto abierto tal que

KcVcVcl.

Tiempo: 180 minutos.



