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Pregunta 1

Considere un espacio métrico (X, d).

1. Pruebe que un conjunto D C X es denso si y solamente si, para todo r > 0 se tiene que

X C U B(y,r).
yeD

2. Demuestre que si (X, d) es compacto, entonces es separable, es decir, existe un conjunto denso
D C X de cardinalidad numerable.

Pregunta 2

Sea (X, d) un espacio métrico. Para un conjunto A C X se define la funcién distanciadg : X — R
por
d := Inf d .
ala) = fof dla,y)
1. Dado un conjunto A C X y r > 0, considere B(A,r) :={z € X | da(z) < r}.

a) Pruebe que

B(A,r) = U B(y,r).
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b) Demuestre que si A es cerrado, entonces A = (| B(A,1/k), y concluya que todo con-
kEN
junto cerrado es una intersecciéon numerable de conjuntos abiertos.

2. Para dos conjuntos A, B C X se define dist(A, B) := inf{d(z,y) | * € A; y € B}. Si B es
compacto, pruebe que dist(A, B) = 0 si y solo si AN B # 0.

Pregunta 3
Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos y f : X — Y una funcién.

1. Si (Y,dy) es completo y f: X — Y es uniformemente continua, biyectiva y su inversa es
continua, pruebe que (X, dx) es también completo.

2. Si para todo conjunto A C X se tiene que f(A) C f(A), demuestre que f es continua.
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