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Pregunta 1
Considere un espacio métrico (X, d).

1. Pruebe que un conjunto D C X es denso si y solamente si, para todo r > 0 se tiene que

xc |J B.n). (1)

yeD

Respuesta: Supongamos que D C X es denso. Entonces, para todor > 0y x € X se tendra
B(z,7)ND # (. Tomando y € B(z,r)N D se tiene x € B(y,r), probando asf la inclusién (1).

Supongamos ahora que para todo r > 0 se tiene la inclusién (1) y consideremos un abierto
0 # (. Para z € 6 se tendra que existe r* > 0 tal que B(z,r*) C . Por otro lado, como se
tiene (1) para r = r*, existird y € D tal que z € B(y,r*). Esto implica que y € B(z,r*) C 6.
Por lo tanto # N D # (), probando asi que D es denso.

2. Demuestre que si (X, d) es compacto, entonces es separable, es decir, existe un conjunto denso
D C X de cardinalidad numerable.

Respuesta: Por la compacidad de X sabemos que para cada k € N existe un conjunto de
cardinalidad finita Ay C X tal que

xc | By, 1/k).
yEAk

Probemos que D = |J Ay, que es de cardinalidad numerable, es denso. Tomemos un abierto
kEN
0 # (). Para x € 0 se tendrd que existe 7* > 0 tal que B(z,r*) C 6. Consideremos k* € N

tal que k* > 1/r*. Por otro lado, existird y € Ag- tal que x € B(y,1/k*), por lo tanto,
y € B(z,1/k*) C B(z,r*) C 6, probando as{ que § N D # (), lo que nos permite concluir que
D es denso.

Pregunta 2

Sea (X, d) un espacio métrico. Para un conjunto A C X se define la funcién distanciadg : X — R
por
d := inf d .
ala) i= fuf d(z,y)

1. Dado un conjunto A C X y r > 0, considere B(A,r) :={z € X | da(x) < r}.



a) Pruebe que

B(A,r) = | B(y,n).

yeA

Respuesta: Primero observemos que la funcién d4 : X — R es continua, de hecho es
Lipschitz, puesto que para todo z,z € X se tendra

da(z) <d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) VyeA,

y, por lo tanto, |da(x) — da(z)| < d(z,z). En consecuencia, los conjuntos B(A,r) =
d;'((—o0,7)) son abiertos. Sea ahora x € B(A, ). Se tiene entonces que d4(z) < r, por
lo que existird y € A tal que d(z,y) < r, lo que nos permite concluir que z € |J B(y,r).
yeA
Por otro lado, siz € |J B(y,r), existird y € A tal que da(z) < d(z,y) < r, concluyendo
yeA

que z € B(A,r).

b) Demuestre que si A es cerrado, entonces A = (| B(A,1/k), y concluya que todo con-

keN

junto cerrado es una interseccion numerable de conjuntos abiertos.

Respuesta: Observar que para todo conjunto A y r > 0, se tiene que A C B(A,r), por

lo tanto
AC () B(A,1/k).
keN
Siz e () B(A,1/k), entonces da(x) < 1/k para todo k € N, por lo tanto d4(z) = 0.
keN
Esto implica que € A, pero si A es cerrado, entonces x € A, probando asi la igualdad
deseada.

2. Para dos conjuntos A, B C X se define dist(A, B) := inf{d(z,y) | * € A; y € B}. Si B es
compacto, pruebe que dist(A, B) = 0 si y solo si AN B # 0.

Respuesta: Si dist(4, B) = 0, entonces para todo k € N existird xx € A e y € B tales
que d(zy,yx) < 1/k. Como B es compacto, existird una subsucesién {yx, }jen y un elemento
y € B tales que yr, — y. Como d(xy,yr) < 1/k deducimos que x, — g y, por lo tanto,
y€ANB.

Supongamos ahora AN B # @ y tomemos x € AN B # (. Para todo ¢ > 0 se tendrd
B(z,e) N A # . Es decir, para todo € > 0 existird y € A tal que dist(4, B) < d(=x,y) < ¢,
concluyendo asi que dist(A, B) = 0.

Pregunta 3
Sean (X, dx) e (Y,dy) dos espacios métricos y f : X — Y una funcién.
1. Si (Y,dy) es completo y f: X — Y es uniformemente continua, biyectiva y su inversa es

continua, pruebe que (X, dx) es también completo.

Respuesta: Sea {xy }reny C X una sucesién de Cauchy y € > 0. Por la uniforme continuidad
de f, sabemos que existe § > 0 tal que

dX(x’y) <d= dy(f(-’lf),f(y)) <e.



Por otro lado, existird kg € N tal que dx(xg,zx) < 0 para todo k,k’ > kq. Por lo tanto,
dy (f(zy), f(zr)) < € para todo k, k' > ko, probando asi que {f(z1)}reny C Y es una sucesién
de Cauchy. Como Y es completo, existird z € Y tal que f(xy) — 2. Como zp = f~1(f(zx)) y
7! es continua, se tiene que x, — f~1(2), por lo tanto la sucesién {xy}ren es convergente,
permitiendo concluir la completitud de X.

2. Si para todo conjunto A C X se tiene que f(A) C f(A), demuestre que f es continua.

Respuesta: Supongamos existe x € X donde f no es continua. Es decir, existird € > 0 tal
que para todo k € N existe x, € B(x,1/k) que satisface dy (f(z), f(zx)) > €. Deducimos
que zx — z. Definamos el conjunto A = {zj}ren. Como z € A se tiene que f(z) € f(A)
y, por la hipétesis, entonces f(z) € f(A). Esto implicard que B(f(x),e) N f(A) # 0. Como
f(A) = {f(zk)}ren existirtd k € N tal que f(zr) € B(f(z),e), pero esto contradice la
desigualdad dy (f(x), f(xx)) > €, por lo tanto la funcién f debe ser continua.
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