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Pregunta 1

1. Sea X = R™ dotado de la norma Euclidiana. Para m € N con m < n, calcule la funcién
Pe(x), proyeccién de x € R™ sobre el conjunto C, el cual estd definido por:

C:{m:(xl,...,xn)ER" |xl:"':xm:nym+1a"'7xn20}-

2. Sean (X, |- |lx) e (Y,| - |ly) dos espacios vectoriales normados y 7' : X — Y una funcién
lineal continua. Si X es Banach y existe ¢ > 0 tal que

IT@)ly =cllz]lx  VazeX,

demuestre que la imagen o rango de 1" es un subespacio vectorial cerrado de Y.

Pregunta 2

Sean (X, (-,-)x) e (Y, (-, )y) dos espacios de Hilbert y A : X — Y una funcién lineal continua,
es decir, A € L(X,Y).

1. Para y € Y se define el operador ¢ : X — R dado por
Uz) = (Az,y)y VoelX.
Pruebe que ¢ € L(X,R) = X* y que existe un tnico w, € X tal que
Uz) = (Az,y)y = (wy, z) x VaoelX. (1)

2. Considere la funcién A* : Y — X definida por A*y = w, donde, para y € Y, el elemento

wy € X es el tnico que satisface (1), determinado en la parte anterior. Pruebe que A* €
LY, X) vy que

1A 2evix) < 1Al zex,yy-
3. Pruebe que existe un tunico A* € L(Y, X) que satisface

y que
1A% covix) = (Al 2xy)-



Pregunta 3

Sea (X, || - |I) un espacio vectorial normado y (X*, | -||«) su espacio dual, dotado de la norma
1
= sip 2B g @) veexr
zex\{0} [Eal z€B0,1]

donde B[0, 1] es la bola cerrada de centro 0 y radio unitario en X.
1. Pruebe que para todo M > 0 se tiene

sup l(z) = M|« Vie X™.
x€B[0,M]

2. Demuestre la siguiente desigualdad

14
]| > sup Ua) VaoelX.
rex=\{oy 1]«
3. Suponga que existe x € X tal que
Uz
o> sp T g
eex\{oy €]l
Para € > 0 tal que
llz|| > R: + ¢,

demuestre que existe £* € X* \ {0} tal que

() > (Be + )17

4. Concluya que para todo = € X, se tiene la igualdad

Uz
loll = sup &),
cex=\{o0} |14«
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