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Pregunta 1

1. Sea X = Rn dotado de la norma Euclidiana. Para m ∈ N con m < n, calcule la función
PC(x), proyección de x ∈ Rn sobre el conjunto C, el cual está definido por:

C = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn | x1 = · · · = xm = 0 y xm+1, . . . , xn ≥ 0}.

Respuesta: De manera directa se tiene que C es un conjunto convexo no vaćıo, pues
(0, . . . , 0) ∈ C y para x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) en C y α ∈ [0, 1], se tiene que
αxj + (1−α)yj = 0 para 1 ≤ j ≤ m y αxj + (1−α)yj ≥ 0 para m+ 1 ≤ j ≤ n. La cerradura
de C se obtiene del hecho que C es un producto de conjuntos cerrados en R, pues

C = {0} × {0} × · · · × {0} × R+ × · · · × R+.

Entonces, dado que C es un convexo cerrado no vaćıo, la función PC(·) está bien definida.

Para x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, probemos que PC(x) = (yj)j=1,...,n, dado por

yj =

{
0 si 1 ≤ j ≤ m

máx{0, xj} si m+ 1 ≤ j ≤ n,
(P1)

es la proyección de x sobre C. Primero observe que PC(x) ∈ C. Luego, utilizaremos la
caracterización de la proyección (sobre un convexo cerrado) dada por

〈x− PC(x), z − PC(x)〉 ≤ 0 ∀ z = (z1, . . . , zn) ∈ C.

El producto escalar se escribe como

n∑
j=1

(xj−yj)(zj−yj) =

m∑
j=1

(xj−yj)(zj−yj)+

n∑
j=m+1

(xj−yj)(zj−yj) =

n∑
j=m+1

(xj−yj)(zj−yj),

donde yj está dado por (P1). En la anterior expresión, se ha eliminado la sumatoria de j = 1
hasta j = m dado que para esos ı́ndices se tiene zj = yj = 0. Para los j = m + 1, . . . , n se
tiene que (xj − yj)(zj − yj) = (xj − máx{0, xj})(zj − máx{0, xj}). Por lo tanto, si xj ≥ 0
obtenemos

(xj −máx{0, xj})(zj −máx{0, xj}) = 0,

y si xj < 0 se obtiene

(xj −máx{0, xj})(zj −máx{0, xj}) = xjzj ≤ 0.



En consecuencia

〈x− PC(x), z − PC(x)〉 =

n∑
j=m+1

(xj − yj)(zj − yj) =

n∑
j=m+1

(xj − yj)(zj − yj) ≤ 0,

para todo z ∈ C, concluyendo que efectivamente PC(x) dado por (P1) es la proyección de x
sobre el conjunto C.

2. Sean (X, ‖ · ‖X) e (Y, ‖ · ‖Y ) dos espacios vectoriales normados y T : X −→ Y una función
lineal continua. Si X es Banach y existe c > 0 tal que

‖T (x)‖Y ≥ c‖x‖X ∀ x ∈ X, (P2)

demuestre que la imagen o rango de T es un subespacio vectorial cerrado de Y .

Respuesta: Dado que T es una función lineal, inmediatamente se tiene que Im(T ) =
{T (x) | x ∈ X} ⊆ Y es un subespacio vectorial. Probemos que es cerrado. Para ello, consi-
deremos una sucesión {yk}k∈N ⊂ Im(T ) tal que yk → y para algún y ∈ Y . Debemos probar
que y ∈ Im(T ).

Para cada k ∈ N, se tiene que existe xk ∈ X tal que yk = T (xk). Como {yk}k∈N es conver-
gente, será una sucesión de Cauchy, por lo tanto, para ε > 0 existirá k0 ∈ N tal que

‖yk − yk′‖Y = ‖T (xk)− T (xk′)‖Y ≤ ε/c k, k′ ≥ k0.

Por (P2), se tendrá
‖xk − xk′‖X ≤ ε k, k′ ≥ k0,

y, por lo tanto, {xk}k∈N ⊂ X es una sucesión de Cauchy en X. Como X es Banach, existe
x ∈ X tal que xk → x. Por la continuidad de T , concluimos que yk = T (xk) → T (x) = y,
demostrando aśı que y ∈ Im(T ), es decir, Im(T ) es cerrado.

Pregunta 2

Sean (X, 〈·, ·〉X) e (Y, 〈·, ·〉Y ) dos espacios de Hilbert y A : X −→ Y una función lineal continua,
es decir, A ∈ L(X,Y ).

1. Para y ∈ Y se define el operador ` : X −→ R dado por

`(x) = 〈Ax, y〉Y ∀ x ∈ X.

Pruebe que ` ∈ L(X,R) = X∗ y que existe un único wy ∈ X tal que

`(x) = 〈Ax, y〉Y = 〈wy, x〉X ∀ x ∈ X. (1)

Respuesta: Para y ∈ Y (fijo), comencemos por probar que ` : X −→ R es lineal. Dados
x, x′ ∈ X y λ ∈ R, se tendrá

`(x+ λx′) = 〈A(x+ λx′), y〉Y = 〈Ax, y〉Y + λ〈Ax′, y〉Y = `(x) + λ`(x′),

probando aśı que ` es una función lineal. Demostremos es una función lineal continua. Para
ello, observamos que

|`(x)| = |〈Ax, y〉Y | ≤ ‖Ax‖Y ‖y‖Y ≤ (‖A‖L(X,Y ) ‖y‖Y ) ‖x‖X ∀ x ∈ X.



Por lo tanto, existe M = ‖A‖L(X,Y ) ‖y‖Y ≥ 0 tal que

|`(x)| ≤M ‖x‖X ∀ x ∈ X,

probando aśı que ` ∈ X∗. Finalmente, por el Teorema de representación de Riesz, se tendrá
que existe un único wy ∈ X tal que

`(x) = 〈wy, x〉X ∀ x ∈ X.

2. Considere la función A∗ : Y −→ X definida por A∗y = wy donde, para y ∈ Y , el elemento
wy ∈ X es el único que satisface (1), determinado en la parte anterior. Pruebe que A∗ ∈
L(Y,X) y que

‖A∗‖L(Y,X) ≤ ‖A‖L(X,Y ).

Respuesta: Demostremos que A∗ : Y −→ X es lineal. Dados y, y′ ∈ Y y λ ∈ R, se tiene
que A∗(y + λy′) = wy+λy′ , donde (de la parte anterior) sabemos que wy+λy′ ∈ X es el único
elemento que satisface

〈wy+λy′ , x〉X = 〈Ax, y + λy′〉Y = 〈Ax, y〉Y + λ〈Ax, y′〉Y ∀ x ∈ X.

También de la parte anterior, sabemos que A∗y = wy y A∗y′ = wy′ son los únicos elementos
que

〈wy, x〉X = 〈Ax, y〉Y y 〈wy′ , x〉X = 〈Ax, y′〉Y ∀ x ∈ X.

Por lo tanto,
〈wy+λy′ , x〉X = 〈wy, x〉X + λ〈wy′ , x〉X ∀ x ∈ X,

concluyendo aśı que A∗(y + λy′) = wy+λy′ = wy + λwy′ = A∗y + λA∗y′, lo que prueba la
linealidad de A∗.

Para probar la continuidad de A∗ se tendrá que

‖A∗y‖2X = 〈A∗y,A∗y〉X = 〈y,A(A∗y)〉Y ≤ ‖y‖Y ‖A‖L(X,Y ) ‖A∗y‖X ∀ y ∈ Y.

Por lo tanto
‖A∗y‖X ≤ ‖A‖L(X,Y ) ‖y‖Y ∀ y ∈ Y,

de donde se deduce la continuidad de A∗ y la desigualdad

‖A∗‖L(Y,X) ≤ ‖A‖L(X,Y ).

3. Pruebe que existe un único A∗ ∈ L(Y,X) que satisface

〈Ax, y〉Y = 〈A∗y, x〉X ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y,

y que
‖A∗‖L(Y,X) = ‖A‖L(X,Y ).

Respuesta: La existencia de A∗ ∈ L(Y,X) ya está demostrada en el punto anterior. Pro-
bemos entonces la unicidad de A∗. Si existen A∗1 y A∗2 tales que

〈Ax, y〉Y = 〈A∗1y, x〉X = 〈A∗2y, x〉X ⇒ 〈(A∗1 −A∗2)y, x〉X = 0 ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y,



para y ∈ Y definimos x = (A∗1 −A∗2)y, obteniéndose

‖(A∗1 −A∗2)y‖2X = 〈(A∗1 −A∗2)y, (A∗1 −A∗2)y〉X = 0 ∀ y ∈ Y.

Por lo tanto A∗1 = A∗2.

Como A∗ : Y −→ X está en L(Y,X), siguiendo lo ya hecho hasta ahora, sabemos existe
A∗∗ : X −→ Y que estará en L(X,Y ) tal que

〈A∗y, x〉X = 〈A∗∗x, y〉Y ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y

y
‖A∗∗‖L(X,Y ) ≤ ‖A∗‖L(Y,X).

Dado que
〈Ax, y〉Y = 〈A∗y, x〉X ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y,

deducimos que A = A∗∗ concluyendo

‖A‖L(X,Y ) = ‖A∗‖L(Y,X).

Pregunta 3

Sea (X, ‖ · ‖) un espacio vectorial normado y (X∗, ‖ · ‖∗) su espacio dual, dotado de la norma

‖`‖∗ = sup
x∈X\{0}

`(x)

‖x‖
= sup
x∈B[0,1]

`(x) ∀ ` ∈ X∗,

donde B[0, 1] es la bola cerrada de centro 0 y radio unitario en X.

1. Pruebe que para todo M > 0 se tiene

sup
x∈B[0,M ]

`(x) = M‖`‖∗ ∀ ` ∈ X∗.

Respuesta: Para M > 0 se tiene que

sup
x∈B[0,M ]

`(x) =
M

M
sup

x∈B[0,M ]

`(x) = M sup
x∈B[0,M ]

`(x/M) = M sup
Mz∈B[0,M ]

`(z) =

= M sup
z∈B[0,1]

`(z) = M‖`‖∗ ∀ ` ∈ X∗.

2. Demuestre la siguiente desigualdad

‖x‖ ≥ sup
`∈X∗\{0}

`(x)

‖`‖∗
∀ x ∈ X.

Respuesta: Para todo ` ∈ X∗ se tiene que

‖`‖∗‖x‖X ≥ `(x) ∀ x ∈ X.

Por lo tanto

‖x‖ ≥ sup
`∈X∗\{0}

`(x)

‖`‖∗
∀ x ∈ X.



3. Suponga que existe x ∈ X tal que

‖x‖ > sup
`∈X∗\{0}

`(x)

‖`‖∗
=: Rx. (P3)

Para ε > 0 tal que
‖x‖ > Rx + ε,

demuestre que existe `∗ ∈ X∗ \ {0} tal que

`∗(x) > (Rx + ε)‖`∗‖∗.

Respuesta: Si para x ∈ X se tiene (P3) y dado ε > 0 tal que ‖x‖ > Rx + ε, entonces x no
está en el conjunto convexo cerrado B[0, Rx + ε]. Por el Teorema de Hahn-Banach, sabemos
que existen `∗ ∈ X∗ \ {0} y α ∈ R tales que

`∗(x) > α ≥ `∗(z) ∀ z ∈ B[0, Rx + ε].

Es decir
`∗(x) > α ≥ sup

z∈B[0,Rx+ε]

`∗(z) = (Rx + ε)‖`∗‖∗,

donde la última igualdad se obtiene de la primera parte de este problema.

4. Concluya que para todo x ∈ X, se tiene la igualdad

‖x‖ = sup
`∈X∗\{0}

`(x)

‖`‖∗
.

Respuesta: Por la segunda parte de este problema, sabemos que

‖x‖ ≥ sup
`∈X∗\{0}

`(x)

‖`‖∗
= Rx ∀ x ∈ X.

Si la desigualdad fuese estricta para algún x ∈ X, por la parte anterior deducimos que para
ε > 0 tal que ‖x‖ > Rx + ε, se tendrá que existe `∗ ∈ X∗ \ {0} tal que

`∗(x) > (Rx + ε)‖`∗‖∗ > Rx‖`∗‖∗,

es decir,
`∗(x)

‖`∗‖∗
> Rx = sup

`∈X∗\{0}

`(x)

‖`‖∗
,

lo que es una contradicción. Por lo tanto, para todo x ∈ X se tiene la igualdad

‖x‖ = sup
`∈X∗\{0}

`(x)

‖`‖∗
.
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