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Pregunta 1

1. Sea X = R™ dotado de la norma Euclidiana. Para m € N con m < n, calcule la funcién
Pe(x), proyeccién de x € R™ sobre el conjunto C, el cual estd definido por:

C:{m:(xl,...,xn)ER" |xl:"':xm:nym+1a"'7xn20}-

Respuesta: De manera directa se tiene que C' es un conjunto convexo no vacio, pues
(0,...,0) € Cyparaz = (x1,...,2n), ¥ = (Y1,..-,Yn) en C y a € [0,1], se tiene que
ar;+(1—a)y; =0paral <j<myazr;+(1—a)y; >0param+1<j<n.La cerradura
de C se obtiene del hecho que C' es un producto de conjuntos cerrados en R, pues

C={0} x{0} x--- x {0} x Ry x--- xRy.

Entonces, dado que C' es un convexo cerrado no vacio, la funcién Pg(-) estd bien definida.

Para ¢ = (21,...,2,) € R, probemos que Po(z) = (y;);=1,....n, dado por
0 sil<j<m
Yi = . . . (P1)
méx{0,z;} sim+1<j<mn,

es la proyeccién de x sobre C. Primero observe que Po(x) € C. Luego, utilizaremos la
caracterizacién de la proyeccién (sobre un convexo cerrado) dada por

(x — Po(x),z — Pe(x)) <0 Vz=(21,...,2n) € C.
El producto escalar se escribe como

(@5 —y) (=) = Y _(wi—y)(z—u)+ D (wi—v)(z—y) = > (@5—y)(z—v;),

n m n n
=1 j=1 j=m+1 j=m+1

J

donde y; estd dado por (P1). En la anterior expresién, se ha eliminado la sumatoria de j =1

hasta j = m dado que para esos indices se tiene z; = y; = 0. Para los j = m +1,...,n se
tiene que (z; —y;)(z; —y;) = (z; — méx{0,z;})(z; — max{0,z;}). Por lo tanto, si z; > 0
obtenemos

(; — méx{0, z;})(z; — max{0,z;}) =0,

y si z; < 0 se obtiene

(x; —max{0,z;})(z; — méx{0,z;}) = z,;2; <O0.



En consecuencia

n n

(@ —Po(x),z—Po@) = Y (rj—y)(z—y) = Y (25— )z —y;) <0,

j=m+1 Jj=m+1

para todo z € C, concluyendo que efectivamente Po(x) dado por (P1) es la proyeccién de x
sobre el conjunto C'.

2. Sean (X, |- ||x) e (Y, - |ly) dos espacios vectoriales normados y 7' : X — Y una funcién
lineal continua. Si X es Banach y existe ¢ > 0 tal que

IT@)lly = clzlx Ve, (P2)

demuestre que la imagen o rango de T es un subespacio vectorial cerrado de Y.

Respuesta: Dado que T es una funcién lineal, inmediatamente se tiene que Im(7T) =
{T'(z) | x € X} CY es un subespacio vectorial. Probemos que es cerrado. Para ello, consi-
deremos una sucesion {yx trey C Im(7T') tal que yr — y para algin y € Y. Debemos probar
que y € Im(T).

Para cada k € N, se tiene que existe x5 € X tal que yr = T'(zx). Como {yx }ren es conver-
gente, serd una sucesion de Cauchy, por lo tanto, para € > 0 existird kg € N tal que

lys — yurlly = IT(@x) = T(@)lly <efe kK > ko,

Por (P2), se tendra
loe —2wllx <e kK > ko,

y, por lo tanto, {zy}ren C X es una sucesién de Cauchy en X. Como X es Banach, existe
x € X tal que 2, — z. Por la continuidad de T', concluimos que y;, = T(z,) — T(z) = v,
demostrando asi que y € Im(7T'), es decir, Im(T") es cerrado.

Pregunta 2

Sean (X, (-,-)x) e (Y, (-,-)y) dos espacios de Hilbert y A : X — Y una funcién lineal continua,
es decir, A € L(X,Y).

1. Para y € Y se define el operador ¢ : X — R dado por
Uz) = (Az,y)y VoelX.
Pruebe que £ € L(X,R) = X* y que existe un tnico w, € X tal que

Uzx) = (Az,y)y = (wy, ) x VrelX. (1)

Respuesta: Para y € Y (fijo), comencemos por probar que £ : X — R es lineal. Dados
z, ' € X y A € R, se tendrd

Uz + M2') = (A(x + X)), y)y = (Ax,y)y + MAZ' y)y = €(z) + M(2'),

probando asi que £ es una funcién lineal. Demostremos es una funcién lineal continua. Para
ello, observamos que

[0(@)] = [(Az, y)y| < [ Azlly lylly < ([Alleeeyy lyly) llelx - Vae X



Por lo tanto, existe M = [|A| z(x,v) llylly > 0 tal que
[e(x)| < M ||z]|x VureX,

probando asi que £ € X*. Finalmente, por el Teorema de representacién de Riesz, se tendra
que existe un tinico w, € X tal que

Ux) = (wy, z)x VaoelX.

. Considere la funciéon A* : Y — X definida por A*y = w, donde, para y € Y, el elemento
wy € X es el Gnico que satisface (1), determinado en la parte anterior. Pruebe que A* €
LY, X) y que

1A 2ovx) < [[Allecx,y)-

Respuesta: Demostremos que A* : Y — X es lineal. Dados y, 4’ € Y y A € R, se tiene
que A*(y + A\y') = wy4 )y, donde (de la parte anterior) sabemos que w4y, € X es el Gnico
elemento que satisface

<wy+)\y/7I>X = <Ax7y + Ay/>Y = <A1177y>y + )\<Al',y/>y VaelX.

También de la parte anterior, sabemos que A*y = w, y A*y’ = w, son los Unicos elementos
que
(wy,2)x = (Az,y)y v (wy,z)x = (Az,y)y VzeX

Por lo tanto,
(Wytay', ) x = (wy, T)x + Mwy, ) x VaelkX,

concluyendo asi que A*(y + A\y') = wytry = wy + Aw,y = A*y + AA*Y, lo que prueba la
linealidad de A*.

Para probar la continuidad de A* se tendra que

1A% = (A", Ay)x =, AAY)y < ylly [Allcxy) [Alx Vyey.

Por lo tanto
A"y x <[[Allzcxy) lyly  Vyey,

de donde se deduce la continuidad de A* y la desigualdad
1A | zcv,x) < IAllzex,y)-

. Pruebe que existe un tinico A* € L(Y, X) que satisface

(Az,y)y = (A"y,2)x VzeX, Vyey,

y que
1A [ eevx) = 1Al vy

Respuesta: La existencia de A* € L(Y, X) ya estd demostrada en el punto anterior. Pro-
bemos entonces la unicidad de A*. Si existen Aj y A5 tales que

(Az,y)y = (Ajy,2)x = (Ay,1)x = (Al — Ay, 2)x =0 VzeX, VyeY,



para y € Y definimos x = (A} — A3)y, obteniéndose
(AT = A3)yl% = (AT — 4Dy, (A7 — A)y)x =0 VyeY.
Por lo tanto A7 = A3.
Como A* : Y — X estd en L(Y, X), siguiendo lo ya hecho hasta ahora, sabemos existe
A* : X — Y que estard en L£(X,Y) tal que

(A"y, ) x = (A" 2, y)y VeeX, Vyev

A 2x,v) < A v, x)-

Dado que
<A1‘7y>Y:<A*y,ZE>X VSL‘EX, VyGY,

deducimos que A = A** concluyendo

[Allzxyy = 1A eevx)-

Pregunta 3

Sea (X, || - |I) un espacio vectorial normado y (X*,|| - ||+) su espacio dual, dotado de la norma

Il = sup @: sup {(z) Vie X™,
zex\{o} 17l zeBlo,y

donde BJ0, 1] es la bola cerrada de centro 0 y radio unitario en X.
1. Pruebe que para todo M > 0 se tiene

sup l(z) = M|/« Vie X™.
x€B[0,M]

Respuesta: Para M > 0 se tiene que

M
sup L(z)=— sup lx)=M sup Ll a/M)=M sup {(z)=
z€B[0,M)] z€B[0,M)] z€B[0,M)] Mz€B[0,M]

=M sup {(z)= M| Vie X™
2€BI0,1]

2. Demuestre la siguiente desigualdad

14
|lz|| > sup Ha) VazelX.
cex=\{oy [l€ll«

Respuesta: Para todo £ € X* se tiene que
€] «]|x]| x > €(x) VzreX.

Por lo tanto
VaxelX.

VA
lel > sup &
S T



3. Suponga que existe x € X tal que

4
|z > sup (z) = R,. (P3)
cex=\{oy II€ll«

Para £ > 0 tal que
llz|| > R: + ¢,

demuestre que existe £* € X*\ {0} tal que

(@) > (By + ) €]

Respuesta: Si para z € X se tiene (P3) y dado £ > 0 tal que ||z|| > R, + &, entonces = no
estd en el conjunto convexo cerrado B[0, R,, + ¢]. Por el Teorema de Hahn-Banach, sabemos
que existen £* € X* \ {0} y a € R tales que

0 (z) >a>0"(2) YV z € B0, R; +¢].
Es decir

Cx)>a>  sup  7(2) = (Ry + &) ||€7«,
2€BI[0,R;+¢]

donde la 1iltima igualdad se obtiene de la primera parte de este problema.

4. Concluya que para todo z € X, se tiene la igualdad

Uz
e = sup ),
cex-Po TeT.

Respuesta: Por la segunda parte de este problema, sabemos que

l(x
Il > sup L

—= =R, VzxelX.
cex=\{o} €]«

Si la desigualdad fuese estricta para algin x € X, por la parte anterior deducimos que para
e > 0 tal que ||z|]| > R + ¢, se tendrd que existe £* € X*\ {0} tal que

(z) > (Re + )17+ > Rall€*]],
es decir,

e (x)
141

£(z)

>R, = =
rex=\(oy [1¥ll+

lo que es una contradiccién. Por lo tanto, para todo z € X se tiene la igualdad

(x
lz]| = sup ( )
cex=\{oy 1€«

Tiempo: 180 minutos.



