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Ingenieŕıa Civil Matemática
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Pregunta 1

Sean (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) y (Z, ‖ · ‖Z) tres espacios vectoriales normados y b : X × Y −→ Z
una función bilineal, es decir, para todo x ∈ X e y ∈ Y fijos, las funciones b(·, y) : X −→ Z y
b(x, ·) : Y −→ Z son lineales.

1. Demuestre que si b es continua en (0, 0) ∈ X × Y , entonces existe L ≥ 0 tal que

‖b(x, y)‖Z ≤ L‖x‖X ‖y‖Y ∀ (x, y) ∈ X × Y. (1)

2. Pruebe que si existe L ≥ 0 tal que (1) se tiene, entonces b es continua en todo elemento
(x, y) ∈ X × Y .

Pregunta 2

Considere un espacio de Hilbert (H, 〈·, ·〉) y una sucesión de conjuntos convexos cerrados Ck ⊆ H
tales que Ck+1 ⊆ Ck para todo k ∈ N y

C :=
⋂
k∈N

Ck 6= ∅.

Dado x̄ ∈ H, para k ∈ N se define xk como la proyección de x̄ sobre el conjunto Ck, es decir,
xk ∈ Ck y además

‖xk − x̄‖ = dCk
(x̄) := ı́nf

x∈Ck

‖x− x̄‖.

1. Pruebe que dCk
(x̄) ≤ dCk+1

(x̄) ≤ dC(x̄) para todo k ∈ N y, por lo tanto, existe d∗ ∈ R con
d∗ ≤ dC(x̄) tal que dCk

(x̄)→ d∗.

2. Demuestre que para todo n ≥ k se tendrá∥∥∥∥xk + xn

2
− x̄

∥∥∥∥ ≥ dCk
(x̄)

y, por lo tanto,

1

2
‖xn − xk‖2 = d2Cn

(x̄) + d2Ck
(x̄)− 2

∥∥∥∥xk + xn

2
− x̄

∥∥∥∥2 ≤ d2Cn
(x̄)− d2Ck

(x̄) ∀ n ≥ k.

3. Concluya que existe x∗ ∈ C tal que xk → x∗ y además, x∗ corresponde a la proyección de x̄
sobre C.



Pregunta 3

Sea (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert. Para un conjunto C ⊆ H se define su polar mediante

C◦ := {x∗ ∈ H | 〈x, x∗〉 ≤ 1 para todo x ∈ C}.

1. Demuestre que para todo C ⊆ H se tiene que C◦ es un conjunto convexo cerrado de H y
además 0 ∈ C◦.

2. Pruebe que C ⊆ (C◦)◦.

3. Si 0 ∈ C y además C es convexo y cerrado, demuestre que si x /∈ C, entonces existe x̄ ∈ H\{0}
tal que

〈x, x̄〉 > 1 ≥ 〈y, x̄〉 ∀ y ∈ C,

concluyendo que x̄ ∈ C◦.

4. Si 0 ∈ C y además C es convexo y cerrado, pruebe que C = (C◦)◦.
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