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Pregunta 1

Sean (X, || - ||x), (Y,| - lly) ¥y (Z,]] - ||z) tres espacios vectoriales normados y b : X xY — Z
una funcién bilineal, es decir, para todo x € X e y € Y fijos, las funciones b(-,y) : X — Z y
b(x,-) : Y — Z son lineales.

1. Demuestre que si b es continua en (0,0) € X x Y, entonces existe L > 0 tal que

1b(z,y)llz < Lllzlx llylly ¥ (z,9) € X x V. (1)

Solucién: Si b es continua en (0,0), para € = 1 existird § > 0 tal que
max{[|z|x, [yly} <6 = [blz,y)]z <1.

Sean @ € X \ {0} e y € Y\ {0}. Al definir & = 6z/z|x v § = 6y/llylly, se tendrd
max{[|Z(|x, [¢]ly } < 9, por lo tanto,

o(z,9)llz < 1.
Por la bilinealidad de b obtenemos
- b(z,y)
b(%,7) = 6%,
zllx llylly

concluyendo entonces
bz, y)llz < Lllzlx llyly ¥V (z,y) € X XY,
donde L = 1/42.

2. Pruebe que si existe L > 0 tal que (1) se tiene, entonces b es continua en todo elemento
(,y) e X xY.

Solucién: Sea (z,y) € X XY y £ > 0. Tomemos § > 0 tal que
Lo(||z]| + |1yl + 6) <e.
Si méx{||z —Z|x, |ly—7lly} <J, entonces, por la bilinealidad de b y la relacién (1), se tendrd
16(2,9) — bz, y)llz = [b(2,5 —y) + b(x — 2, 9)||z < L(IZ] x ]Iy — ylly + 2 =zl x[lylly)-
Por lo tanto,
16(z,9) = b(z,y)llz < Lo([|z] x +[lylly) < Lozl + [[g]l +9) <,

lo que nos permite concluir que b es continua en (T, 7).



Pregunta 2

Considere un espacio de Hilbert (H, (-,-)) y una sucesién de conjuntos convexos cerrados C, C H
tales que Cx41 C Cf para todo k € Ny

C:=()Cr#0.

keN

Dado * € H, para k € N se define z; como la proyeccién de T sobre el conjunto C, es decir,
zy, € Ci vy ademés

rp — || = do, (T) := inf ||z — Z|.

Jox — 7l = doy (@) = inf [}z 3]

1. Pruebe que d¢, () < de,,, (Z) < de() para todo k € Ny, por lo tanto, existe d* € R con
d* < dc(z) tal que de, (T) — d*.

Solucién: Como C' C Crq1 € Cy, se deduce dg, (T) < dg,,,(T) < dc(Z) para todo k € N,
pues si A C B, entonces el infimo sobre B es menor o igual que el infimo sobre A. Al ser d¢, (T)
una sucesién creciente y acotada superiormente en R, existird d* € R tal que d¢, (Z) — d*.
Finalmente, como d¢, (Z) < de(Z), se tendrd d* < do(T).

2. Demuestre que para todo n > k se tendra

T+ Tp
2

— a:H >de, (T)

y, por lo tanto,

T + Tp

1 _ _
Slhn — anll? = @2, (&) + &, (5) - 2 |2

Solucién: Para n > k se tiene x, € Ci. Como z; € Cy y Ci es un conjunto convexo, se

deduce
T+ xp

2 e Cy,

concluyendo asi que
T + Ty
2

- xH > de, ().

Por otro lado, por la Ley del paralelogramo se deduce

2

1 _ _ Tr + Tn _ _ T+ Tn
glon=oul® = lan=al+lan—al*~2 | =528 = 3| = dg, (@) +d, ()2 | =5 -
que, en conjunto con la desigualdad antes obtenida, permite concluir

1

slon =zl < d&, (@) —dg, () Vn>k (*)

3. Concluya que existe z* € C tal que xx — z* y ademds, x* corresponde a la proyeccién de Z
sobre C.



Solucién: De la desigualdad (*), se deduce que la sucesién {zy }ren es de Cauchy. Como H
es un Hilbert, existird z* € H tal que x; — x*. Ademas, como para cada k € N se tiene que
T, € C) para todo n > k y Cy es cerrado, deducimos que x* € C} para todo k € N y, por lo
tanto, z* € C.

Finalmente, como ||z — Z|| = d¢, (Z) < do(Z), se tiene

la* = z[| < do(7) < 2" - 2|,

donde la tltima desigualdad es debido a que z* € C, concluyendo entonces que z* es la
proyeccién de T sobre C.

Pregunta 3
Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert. Para un conjunto C' C H se define su polar mediante
C°:={z" € H| (z,2") <1 paratodo z € C}.
1. Demuestre que para todo C C H se tiene que C° es un conjunto convexo cerrado de H y
ademds 0 € C°.
Solucién: Sean z*, y* € C° y A € [0,1]. Para « € C se tendrd
(z, A2+ (1= Ny") = Mo, 2"y + (1 = A){z,y") <A+ (1—-)N) = 1.

Por lo tanto Az* + (1 — \)y* € C°, probando asi la convexidad de C°.
Como (0,z) = 0 < 1 para todo x € C, se tiene 0 € C°. Finalmente, dada una sucesién

{z}}ren C C° convergente a x*, para x € C se tiene (z,z}) < 1, por lo tanto (z,z*) <1
para todo x € C, es decir, z* € C°, probando de esta manera que C° es cerrado.

2. Pruebe que C C (C°)°.
Solucién: Sea = € C. Por la definicién de C° se tiene que (x,z*) < 1 para todo z* € C°,
por lo tanto, x € (C°)°.

3. Si0 € Cy ademds C es convexo y cerrado, demuestre que si z ¢ C, entonces existe Z € H\{0}
tal que
(x,z) > 1> (y,T) Vyed,

concluyendo que z € C°.
Solucién: Si z ¢ C, por el Teorema de Hahn-Banach, existe Z € H y a € R tales que
(x,2) > a > (y, %) VyecC.

Como 0 € C, de la segunda desigualdad deducimos « > 0 y, por lo tanto, {x,z) > 0.
Definiendo T = 2z/{x, Z) se obtiene

(r,z) >1>(y,z) Vyedl,

de donde se deduce x € C°.



4. Si 0 € C y ademds C es convexo y cerrado, pruebe que C = (C°)°.

Solucién: Sea z € (C°)°. Si x ¢ C, por la parte anterior existird z € C° tal que (x,z) > 1,
lo que es una contradiccién con el hecho de que = esté en (C°)°. Por lo tanto, z € C. De la
inclusién demostrada en la segunda parte, se concluye C' = (C°)°.

Tiempo: 180 minutos.



