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Pregunta 1

Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert y f : X — R una funcién continuamente diferenciable. Para
x € X, sea Vf(z) € X el elemento tal que

Df()(®) = (Vf(@),0) YoveX.

Suponga que la funcién Vf : X — X es Lipschitz, es decir, existe L > 0 tal que
IV/@) - Vi@ < Ll -yl Va yeX,

donde || - || es la norma en X que define el producto interno (-, -).

1. Para z, y en X, defina la funcién ¢, , : R — R dada por ¢, ,(t) = f(z +t(y — x)). Pruebe
que ¢y, es continuamente diferenciable y determine ¢;, , (t).

2. Paraw, yen X,y haciendo utilizacién de ¢, , (t) y ¢, ,(t) (de la pregunta anterior), demuestre
que

fly) = f(x) = (Vf(z),y — ) +/O (Vf(@+t(y — ) = Vf(x),y — x)dt.

3. Demuestre que

F) < f@) + (Vi@hy—a)+ Sl —yl? Yo ye X,

Pregunta 2

Sean (X, | - |lx) e (Y,| - |ly) dos espacios vectoriales normados y f : A C X — Y una funcién

continuamente diferenciable, donde ) # A C X es un conjunto abierto y conexo®.

Suponga que D f(x) = 0 para todo = en A.

1. Pruebe que para todo z € Ay é > 0 tal que B(z,d) C A, se tiene que f(z) = f(x) para todo
z € B(x,0).

2. Para xy € A defina los conjuntos
Or={z€A| f(x)=f(z))} vy b2={ze€Alf(x)#f(z0)}
y demuestre que son abiertos.

3. Concluya que f es una funcién constante.

1Un conjunto A C X es conexo, si no existen dos abiertos 61 y f2 de X distintos de vacio, tales que 61 N A # 0,
oNAZ£D,00NO=0y AC 0 UBbs.



Pregunta 3

Sea (X, || - |I) un espacio vectorial normado y (X*, | -||«) su espacio dual, dotado de la norma

/
I€]]« = sup @2 sup £(x) Ve X*,
zeXx\{0} [l zeB[0,1]

donde B[0, 1] es la bola cerrada de centro 0 y radio unitario en X.

Considere la siguiente familia de conjuntos
B:={{"Y(I)C X |¢teX*, I CR abierto },

y defina 7 C P(X) como la coleccién de todos los conjuntos que se obtienen como uniones de
intersecciones finitas de elementos en B.

1. Pruebe que (X, 7) es un espacio topoldgico y que si 7). es la topologia que induce la norma
| - II, entonces T C 7., es decir, T es mas débil que Tj..

2. Para todo £ € X* pruebe que ¢: (X,T) — R es continua.
3. Demuestre que (X, T) es un espacio topolégico separado. Para ello puede utilizar la igualdad

|z]| = sup Ua) VoelX,
eex=\{o} 1€«

demostrada en el certamen anterior.
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