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Pregunta 1

Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert y f : X — R una funcién continuamente diferenciable. Para
x € X, sea Vf(z) € X el elemento tal que

Df(z)(v) = (Vf(x),v) VoveX. (1)
Suponga que la funcién Vf : X — X es Lipschitz, es decir, existe L > 0 tal que
IVf(@)=Viyl <Llz—yl Va yekX,
donde || - || es la norma en X que define el producto interno (-, -).

1. Para z, y en X, defina la funcién ¢, , : R — R dada por ¢, ,(t) = f(z +t(y — x)). Pruebe
que ¢y, es continuamente diferenciable y determine ¢;, , (t).

Respuesta: Para t € R se tendrd que

i Bt 49) = o) _ o fla (4 5)y — ) — f@+ by — o)

Py (1) = lim . lim p =
i f(x+t(yfx)+s(y;x)) — [z +tly—x) — Df(x+ty — 2): (y — 2)).

Como f es diferenciable, se tiene
Df(x+t(y —x);(y — ) = Df(x + iy —2))(y — @),
donde Df(z +t(y — z)) € L(X,R) = X*. Por lo tanto, de la igualdad (1), se deduce
Goy(t) =Df(x+tly—2))(y—2) = (Vf@+ty—x)y—2) VieR

2. Paraw, yen X,y haciendo utilizacién de ¢, ,(t) y ¢/, (t) (de la pregunta anterior), demuestre
que

1
() — f(@) = (Vf(2)y —z) + / (Vf(x + 1y — 2)) — Vf(2),y — 2.

Respuesta: Para z, y en X, definiendo ¢, ,(t) y obteniendo ¢/, , (t) de la pregunta anterior,
por el teorema fundamenta del cdlculo se tendra que

Day(1) = 62y (0) = / o, (b,
es decir )
fly) = fz) = /0 (Vf(x+tly—x)),y— x)dt.

Sumando y restando (V f(z),y — x) al lado derecho, obtenemos

) - F@) = (VF()y —z) + / (Vi@ +tly—2) — Vf@)y—z)d. (2



3. Demuestre que

F) < F@) + (Vi@hy-a)+ Sl —yl? Yo yeX.

Respuesta: Para cualquier z, y en X, de la igualdad (2) se obtendrd (Cauchy-Schwarz)

fly) = f(x) <(Vf(x),y — ) +/O IVf(z+tly =) = V@) [ly — | dt.

Dado que Vf : X — X es Lipschitz con constante L, obtenemos

Fl6) = £@) < (VF @y =)+ [ty —alP dt = (Vf(@)y—2)+ 5o~ ol

Pregunta 2

Sean (X, || llx) e (Y,| - |ly) dos espacios vectoriales normados y f : A C X — Y una funcién

continuamente diferenciable, donde ) # A C X es un conjunto abierto y conexo®.

Suponga que D f(x) = 0 para todo = en A.
1. Pruebe que para todo x € Ay § > 0 tal que B(z,d) C A, se tiene que f(z) = f(z) para todo
z € B(z,9).

Respuesta: Sea z € Ay § > 0 tal que B(z,§) C A, que sabemos existe pues A es un
abierto. Para todo z € B(x,0) se tendrd que el segmento [z, z] C B(z,d), pues B(x,0) es
convexo. Por lo tanto, gracias al teorema de los incrementos finitos, obtenemos

we(z,z

1f(z) = f@)lly < < sup ||Df(w)||£(X,Y)> Iz = zllx =0,

donde la ultima igualdad se obtiene debido a que Df(w) = 0 para todo w en A. De la
desigualdad de més arriba deducimos finalmente que f(z) = f(x) para todo z € B(z,d).

2. Para xg € A defina los conjuntos

O ={ze Al flx)=fx)} v Oa={xecAlf(x)#f(x)}

y demuestre que son abiertos.

Respuesta: Para zg € A se obtendrd de manera directa que 65 es abierto, pues

0 = [T ({f(20)}9),

es decir, 0 es la preimagen por f (que es continua) del abierto {f(z¢)}¢ (complemento de
{f(x0)}). Probemos que 6 es abierto. Para x € 01 (i.e., f(z) = f(x)) sea § > 0 tal que
B(z,d) C A, que sabemos existe pues A es un abierto. Por la pregunta anterior, sabemos que
f(z) = f(z) = f(xo) para todo z € B(x,d). Por lo tanto B(x,0) C 6y, probando asi que 6;
es un conjunto abierto.

1Un conjunto A C X es conexo, si no existen dos abiertos 81 y 62 de X distintos de vacio, tales que 6; N A # 0,
92!’71475@, 01002:®yAQ01U02.



3. Concluya que f es una funcién constante.

Respuesta: Supongamos que f no es constante, es decir, existe g € Ay 2zg € A tales que
f(zo) # f(20). Para zy definimos los conjuntos 6; y 6 de la pregunta anterior. Estos serdn
conjuntos abiertos no vacios, pues xg € 01 y zg € 03. Evidentemente se tendra que 01N A # 0,
OoNA#£D,0NO; =0y AC 0 U0, Esto contradice la conexidad de A, concluyendo asi
que f es una funcién constante.

Pregunta 3

Sea (X, || - |I) un espacio vectorial normado y (X*,| -||«) su espacio dual, dotado de la norma
14
I€]]« = sup @: sup {(x) Vie X",
zeXx\{0} [l zeB[0,1]

donde BJ0, 1] es la bola cerrada de centro 0 y radio unitario en X.

Considere la siguiente familia de conjuntos
B:={{"Y(I)C X |¢teX*, ICR abierto },

y defina 7 C P(X) como la coleccién de todos los conjuntos que se obtienen como uniones de
intersecciones finitas de elementos en B.

1. Pruebe que (X, 7) es un espacio topoldgico y que si 7). es la topologia que induce la norma
|| - II, entonces T C 7., es decir, T es mas débil que Tj..
Respuesta: Probemos que 7 es una topologia:
= Si consideramos ¢ = 0 (la funcién lineal nula), se tiene que £ € X* y X = (~1((-1,1)),
por lo tanto X estd en B y, en consecuencia, X estd en 7. El conjunto vacio también
estard en B pues para cualquier £ € X* se tendrd que () = £=1(0).
= Probaremos que la interseccién de dos conjuntos en 7 estd en 7 de donde se deducird

que toda interseccién finita de conjuntos en 7 estard en 7. Sean 61 y 0 dos conjuntos
en 7. Para j = 1,2, el conjunto ; se puede escribir como

0; = U Wa,; = U ﬂ Bg..,»
ajEN; ajEN; Ba; €Qa,

donde los conjuntos Bﬁaj estdn en B y (), es un conjunto finito de indices para todo
a; € Aj y j =1,2. En consecuencia,

01Nl = U n Bg,, | N U m Bga, | =

a1E€M1 Bag €EQay a2€M2 Bay €EQay
=U U N N B, nBs,).
a1E€EAL a2€A2 Bay €Qay Bay €Qay

Como para cada (a1, as) € Ay X Ay se tiene que

N (\ (Bs., NBs.,)



es una interseccién finita de elementos en B, concluimos que 61 N5 se escribe como una
unién de intersecciones finitas de elementos en B, por lo tanto 61 N @5 estd en T.

= Sea {0,}aca una familia de conjuntos en 7. Cada 6, es una unién de intersecciones
finitas de elementos en B, por lo tanto, el conjunto

W .= U 0.,
a€A

serd una union de intersecciones finitas de elementos en B, de donde se concluye que
WeT.

Concluimos entonces que T es una topologia y, por lo tanto, (X, 7) es un espacio topolégico.

Para probar 7 C 7)., como ya sabemos que 7 es una topologfa, es suficiente mostrar que
BCTj-

Sea 0 € B, es decir, existe un abierto I C Ry ¢ € X* tales que § = ¢~(I). El hecho que
¢ € X* quiere decir que £ : (X, 7)) — R es continua, por lo tanto 6 = ~HI) € Ty
probando asf que B C 7). y, en consecuencia, 7 C 7.

2. Para todo ¢ € X* pruebe que £: (X,7) — R es continua.
Respuesta: Dado ¢ € X*, se tiene que para todo abierto I C R, el conjunto £~1(I) estd en
By, por lo tanto, estd en T, probando asf la continuidad de ¢ : (X,7) — R.

3. Demuestre que (X, 7)) es un espacio topolégico separado. Para ello puede utilizar la igualdad
l
|z]| = sup Ua) VoelX, (3)
cex-\{oy 1€«

demostrada en el certamen anterior.

Respuesta: Sean z, y € X distintos. Entonces, || — y|| > 0. De la expresién de la norma
dada por (3) deducimos que debe existir £ € X* tal que £(z — y) # 0. Definamos

_ |z =yl
€= —= >0

y los abiertos en R dados por
L:=Ux)—el(x)+e) v Is:=y) —elly) +e).

Claramente se tendrd que I; N I = (). Definiendo 6; = ¢=1(I1) y 0 = £~ 1(I5), conjuntos que
estdn en 7, concluimos que 6, N0y = 0 y que z € 6, y y € 6o, por lo tanto (X,7T) es un
espacio topoldgico separado.

Tiempo: 180 minutos.



