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Pregunta 1

Considere un espacio vectorial normado (X, ‖ · ‖) y f : X −→ R una función diferenciable.

1. Sea K ⊆ X un cono no vaćıo, es decir, para todo x ∈ K y t > 0, se tiene que tx ∈ K. Se dirá
que la función f : X −→ R es K-creciente si:

x− y ∈ K ⇒ f(x) ≥ f(y).

Pruebe que f es K-creciente, si y solamente si, para todo x ∈ X se tiene

Df(x) ∈ K+ := {` ∈ X∗ | `(y) ≥ 0 ∀ y ∈ K}.

Solución: Supongamos f es K-creciente. Para x ∈ X e y ∈ K, se tiene que

x+ ty − x = ty ∈ K.

Por lo tanto
f(x+ ty)− f(x)

t
≥ 0 ∀ t > 0.

Esto implica Df(x)(y) ≥ 0 y como esto se tiene para cualquier y ∈ K, hemos probado que
Df(x) ∈ K+.

Por otro lado, si Df(z) ∈ K+ para todo z ∈ X, tomemos x e y tales que x− y ∈ K. Por el
Teorema del Valor Medio, existirá z ∈]x, y[ tal que

f(x)− f(y) = Df(z)(x− y).

Como Df(z) ∈ K+ y x− y ∈ K, concluimos f(x) ≥ f(y), por lo tanto f es K-creciente.

2. Demuestre que f es localmente Lipschitz, si y solamente si, para todo x̄ ∈ X, existe ε > 0 y
L > 0 tales que

Df(x) ∈ BX∗(0, L) ∀ x ∈ BX(x̄, ε).

Solución: Sea x̄ ∈ X. Si f es localmente Lipschitz, entonces existirá ε > 0 y L > 0 tales que

|f(x)− f(y)| ≤ ‖x− y‖ ∀ x, y ∈ BX(x̄, ε).

Para x ∈ BX(x̄, ε) y z ∈ X, se tendrá que existe δ > 0 tal que x + tz ∈ BX(x̄, ε) para todo
t ∈ ]0, δ[ y, por lo tanto

f(x+ tz)− f(x)

t
≤ L‖z‖ ∀ t ∈ ]0, δ[,



concluyendo aśı que
Df(x)(z) ≤ L‖z‖ ∀ z ∈ X

de donde se deduce ‖Df(x)‖X∗ ≤ L, es decir, Df(x) ∈ BX∗(0, L).

Por otro lado, si dado x̄ ∈ X, existe ε > 0 y L > 0 tales que Df(x) ∈ BX∗(0, L) para todo
x ∈ BX(x̄, ε), dados x, y ∈ BX(x̄, ε), por el Teorema del Valor Medio se tendrá que existe
z ∈ ]x, y[ tal que

f(x)− f(y) = Df(z)(x− y).

Como z ∈ ]x, y[ ⊆ BX(x̄, ε), se tiene que Df(z) ∈ BX∗(0, L) y, por lo tanto

|f(x)− f(y)| ≤ L‖x− y‖,

concluyendo que f es localmente Lipschitz.

Pregunta 2

Sea (X, ‖ · ‖) un espacio de Banach, A ⊆ X un conjunto abierto no vaćıo y f : A ⊆ X −→ X una
función continuamente diferenciable, tal que para todo x ∈ A, se tiene que Df(x) es una función
biyectiva.

1. Pruebe que para todo ȳ ∈ f(A), existe ε > 0 y una función continuamente diferenciable
φ : B(ȳ, ε) ⊆ X −→ A ⊆ X tal que

f(φ(y)) = y ∀ y ∈ B(ȳ, ε).

Solución: Sea ȳ ∈ f(A) y x̄ ∈ A tal que f(ȳ) = x̄. Definamos la función g : A ×X −→ X
dada por

g(x, y) = f(x)− y.
Observar que g es continuamente diferenciable. Como g(x̄, ȳ) = 0 y D1g(x̄, ȳ) = Df(x̄) es
biyectivo, por el Teorema de la Función Impĺıcita, existe ε > 0 y una función continuamente
diferenciable φ : B(ȳ, ε) ⊆ X −→ A ⊆ X tal que φ(ȳ) = x̄ y

g(φ(y), y) = 0 ∀ y ∈ B(ȳ, ε)⇔ f(φ(y)) = y ∀ y ∈ B(ȳ, ε).

2. Demuestre que f(A) es un conjunto abierto de X.

Solución: Sea ȳ ∈ f(A). Por la parte anterior, existe ε > 0 y una función continuamente
diferenciable φ : B(ȳ, ε) ⊆ X −→ A ⊆ X tal que

f(φ(y)) = y ∀ y ∈ B(ȳ, ε).

Por lo tanto, B(ȳ, ε) ⊆ f(A), concluyendo que f(A) es un conjunto abierto.

3. Si f es inyectiva, pruebe que f−1 : f(A) −→ A es continuamente diferenciable.

Solución: Si f es inyectiva, entonces f : A −→ f(A) es una función biyectiva. Además, para
ȳ ∈ f(A), existe ε > 0 y una función continuamente diferenciable φ : B(ȳ, ε) ⊆ X −→ A ⊆ X
tal que

f(φ(y)) = y ∀ y ∈ B(ȳ, ε).

Como f(f−1(y)) = y = f(φ(y)) para todo y ∈ B(ȳ, ε), por la inyectividad de f se deduce

f−1(y) = φ(y) ∀ y ∈ B(ȳ, ε),

de donde conclúımos que f−1 es continuamente diferenciable.



Pregunta 3

Considere dos espacios topológicos (X, τX) e (Y, τY ).

1. Si A ⊆ X es un conjunto denso y θ ⊆ X un conjunto abierto, demuestre que

A ∩ θ = θ.

Solución: Como A ∩ θ ⊆ θ, se tendrá

A ∩ θ ⊆ θ.

Sea ahora x ∈ θ y V una vecindad de x. Entonces, V ∩θ 6= ∅. Consideremos w ∈ V ∩θ. Como
V ∩ θ es una vecindad de w y A es denso, se tiene que A ∩ (V ∩ θ) 6= ∅, por lo tanto, para
toda vecindad V de x, se tiene que

V ∩ (A ∩ θ) 6= ∅,

concluyendo aśı que x ∈ A ∩ θ.

2. Sea f : X −→ Y una función biyectiva y continua. Pruebe que f es un homeomorfismo, si y
solamente si,

f(A) = f(A) ∀ A ⊆ X.

Solución: Si f es un homeomorfismo, en particular es una aplicación cerrada. De esta forma,
dado A ⊆ X, se tendrá que f(A) es un conjunto cerrado y como f(A) ⊆ f(A) se deduce

f(A) ⊆ f(A).

Por otro lado, si tomamos y ∈ f(A) y V una vecindad de y, dado x ∈ A tal que f(x) = y,
por la continuidad de f se tendrá que f−1(V ) es una vecindad de x y, por lo tanto,

f−1(V ) ∩A 6= ∅

concluyendo que
V ∩ f(A) 6= ∅

para toda vecindad V de y, de donde se deduce que y ∈ f(A).

Finalmente, si
f(A) = f(A) ∀ A ⊆ X,

mostremos que f es una aplicación cerrada para probar aśı que es un homeomorfismo. Sea
A ⊆ X un conjunto cerrado, entonces

f(A) = f(A) = f(A),

lo que nos permite concluir que f(A) es un conjunto cerrado.
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