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Pregunta 1
Considere un espacio vectorial normado (X, -|) y f : X — R una funcién diferenciable.

1. Sea K C X un cono no vacio, es decir, para todo x € K y t > 0, se tiene que tx € K. Se dira
que la funcién f: X — R es K-creciente si:

r—yeK = f(z)=f(y)
Pruebe que f es K-creciente, si y solamente si, para todo x € X se tiene

Df(z)e KT :={fe X*|l(y) >0 VyecK}.

Solucién: Supongamos f es K-creciente. Para x € X e y € K, se tiene que
r+ty—z=tyc K.

Por lo tanto
flz+ty) — fx)
t
Esto implica D f(z)(y) > 0 y como esto se tiene para cualquier y € K, hemos probado que
Df(z)e K.

>0 Vit>0.

Por otro lado, si Df(z) € K+ para todo z € X, tomemos z e y tales que xz —y € K. Por el
Teorema del Valor Medio, existird z €]z, y[ tal que

f@) = fly) = Df(2)(z —y).
Como Df(z) € KT y x —y € K, concluimos f(x) > f(y), por lo tanto f es K-creciente.

2. Demuestre que f es localmente Lipschitz, si y solamente si, para todo € X, existe e >0y
L > 0 tales que
Df(z) € Bx+(0,L) Y x € Bx(Z,¢).

Solucién: Sea T € X. Si f es localmente Lipschitz, entonces existira € > 0y L > 0 tales que
f@) = fWl<lle—yl Vo, ye Bx(z,e).

Para x € Bx(Z,e) y z € X, se tendra que existe § > 0 tal que z + tz € Bx(Z,¢) para todo
t € 10,0[y, por lo tanto

f(q:+t2t)*f(x) SLHZH Vite ]075[7



concluyendo asi que
Df(x)(z) < L|z|| VzeX
de donde se deduce | Df(z)|x» < L, es decir, Df(z) € Bx~(0,L).

Por otro lado, si dado & € X, existe ¢ > 0y L > 0 tales que Df(z) € Bx+(0, L) para todo
x € Bx(&,¢), dados z, y € Bx(Z,¢), por el Teorema del Valor Medio se tendrd que existe
z € |x,y tal que

f(@) = fly) =Df(z)(x — ).
Como z € |z,y[ C Bx(Z,e), se tiene que Df(z) € Bx+(0,L) y, por lo tanto

|f(z) = F(y)l < Lllz —yll,

concluyendo que f es localmente Lipschitz.

Pregunta 2

Sea (X, || - ||) un espacio de Banach, A C X un conjunto abierto no vacioy f: A C X — X una
funcién continuamente diferenciable, tal que para todo x € A, se tiene que Df(x) es una funcién
biyectiva.

1. Pruebe que para todo § € f(A), existe € > 0 y una funcién continuamente diferenciable
¢:B(g,e) CX — A C X tal que

flo(w) =y  VyeB(@ye).

Solucién: Sea § € f(A) y T € A tal que f(y) = Z. Definamos la funcién g : A x X — X
dada por

9(z,y) = f(z) —y.
Observar que g es continuamente diferenciable. Como ¢(z,5) = 0y D19(Z,y) = Df(Z) es
biyectivo, por el Teorema de la Funcién Implicita, existe € > 0 y una funcién continuamente
diferenciable ¢ : B(g,e) C X — AC X tal que ¢(§) =T y

9(o(),y) =0 VyeB(ye) e floy)=y VyeB(ye).

2. Demuestre que f(A) es un conjunto abierto de X.
Solucién: Sea § € f(A). Por la parte anterior, existe € > 0 y una funcién continuamente
diferenciable ¢ : B(g,e) C X — A C X tal que
floy)) =y  VyeB@e).
Por lo tanto, B(g,¢) C f(A), concluyendo que f(A) es un conjunto abierto.

3. Si f es inyectiva, pruebe que f~!: f(A) — A es continuamente diferenciable.

Solucién: Si f es inyectiva, entonces f : A — f(A) es una funcién biyectiva. Ademads, para
g € f(A), existe € > 0 y una funcién continuamente diferenciable ¢ : B(g,e) C X — A C X
tal que

floy)) =y  VyeB@ye).
Como f(f~(y)) =y = f(¢(y)) para todo y € B(¥, ), por la inyectividad de f se deduce
Ty =9¢ly) VYyeB@e),

de donde concluimos que f~! es continuamente diferenciable.



Pregunta 3
Considere dos espacios topolégicos (X, 7x) e (Y, 7y).

1. Si A C X es un conjunto denso y § C X un conjunto abierto, demuestre que

ANG=04.

Solucién: Como AN C 0, se tendra

AN6HCah.

Sea ahora x €  y V una vecindad de x. Entonces, V' N# # (). Consideremos w € V N#. Como
V N6 es una vecindad de w y A es denso, se tiene que AN (V N O) # B, por lo tanto, para
toda vecindad V de z, se tiene que

VN(ANG) £ 0,
concluyendo asi que x € AN6.

2. Sea f: X — Y una funcién biyectiva y continua. Pruebe que f es un homeomorfismo, si y
solamente si,

f(A)=f(4) VACX

Solucién: Si f es un homeomorfismo, en particular es una aplicacién cerrada. De esta forma,
dado A C X, se tendrd que f(A) es un conjunto cerrado y como f(A4) C f(A) se deduce

f(A) € f(A).

Por otro lado, si tomamos y € f(A) y V una vecindad de y, dado z € A tal que f(z) = v,
por la continuidad de f se tendrd que f~1(V) es una vecindad de x y, por lo tanto,

V)N A#D

concluyendo que

VNfA)#0
para toda vecindad V' de y, de donde se deduce que y € f(A).

Finalmente, si

fA)=f(4) VACK,

mostremos que f es una aplicacion cerrada para probar asi que es un homeomorfismo. Sea
A C X un conjunto cerrado, entonces

F(A) = f(A) = F(A),

lo que nos permite concluir que f(A) es un conjunto cerrado.
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