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CAPiTULO 1

Diferenciabilidad en espacios vectoriales normados

1.1. Introduccion

En el presente documento se aborda el calculo diferencial de funciones definidas
en un espacio vectorial normado (e.v.n.) con valores en otro e.v.n.

Las siguientes dos secciones definen las nociones fundamentales de este apunte.
Primero, se comienza definiendo la derivada parcial de una funcién f en un punto
xo de su dominio con respecto a un vector v, que denotamos D f(x;v). Luego, se
definird el diferencial de una funcién en un punto zg, que denotamos D f(xg). El
diferencial D f(z) es una funcién lineal continua que nos da una aproximacién de
primer orden de la funcién en el punto zy (ver Nota 1.3.2) y la derivada parcial
Df(xg;v) es un vector en el espacio donde f toma sus valores, que nos permite calcu-
lar en forma efectiva el diferencial mediante la férmula D f(zg)(v) = D f(xo;v) para
todo v (férmula (1.12)). En estas secciones se entregan también algunas férmulas
para el calculo de la derivada parcial y de el diferencial de la suma de dos funciones,
del producto de una funcién por un escalar, junto con otras reglas de calculo. El
calculo para la composicién de funciones (regla de la cadena) es presentado en la
Seccion 1.5.

Por otro lado, se presenta el Teorema del valor medio que es fundamental en
calculo diferencial, como por ejemplo, para poder caracterizar propiedades de fun-
ciones (monotonfa, Lipschitzianidad, convexidad, etc) con respecto a la informacién
que entregan sus diferenciales. Este teorema sélo serd vélido para funciones con val-
ores en R. Una variante de este teorema, para funciones a valores en un espacio
vectorial, esta dado por el Teorema 1.3.7 llamado de los incrementos finitos.

En la Seccién 1.4 se introducen las funciones de clase C' que constituyen la
clase mas importante de funciones diferenciables.

Dos teoremas fundamentales se desarrollan en la Seccién 1.7: el Teorema de la
funcién inversa y el de la funcién implicita.

Haciendo uso de la nocién de derivada de orden superior presentado en la
Seccién 1.8, se define la nocién de desarrollo limitado de orden N de una funcién en
un punto de su dominio. El resultado fundamental de esta tltima seccién estd dado
por el Teorema 1.9.3 donde se calcula explicitamente el desarrollo limitado de orden
dos de una funcién de clase C?.

1.2. Derivada parcial con respecto a un vector

DEFINICION 1.2.1. Dada una funcién f definida en un abierto A de un e.v.n. X
con valores en un e.v.n. Y, se llama derivada parcial de f en xg € A, con respecto
al vector v € X, al elemento de Y definido por:

t —
(1.1) Df(xo;v) := lim f(wo +tv) = flwo)

t—0
t£0 t
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cuando el limite existe.

Nota 1.2.1. Si definimos la funcién ¢ :] — €,e[— Y por ¢(t) = f(xo + tv), es
facil ver que se tiene la férmula D f(xo;v) = ¢'(0) (la derivada de ¢ en 0) segin
el célculo de funciones de una variable real. Con esto vemos que cuando Y = R y
|lv]| = 1, la cantidad D f(xo;v) se interpreta como la pendiente de f en z( en la
direccion v.

DEFINICION 1.2.2. La funcién f de la Definicién 1.2.1 se dird parcialmente
derivable en xq, si D f(xo;v) existe para todo v € X.

DEFINICION 1.2.3. Sien la Definicién 1.2.1 consideramos que X = R" y si deno-
tamos por e, ..., e, la base candnica de R™, entonces la derivada parcial D f(zo;e;),
cuando existe, la denotaremos % (x0) € Y o bien 0; f(xo) y la llamaremos derivada

parcial de f en xg con respecto a x;.

Nota 1.2.2. De la férmula (1.1) observamos que la derivada parcial de f en xg
con respecto a x;

O () = 1im L0 10 = S (20)
81‘1' 0 t—0 t
t£0
o ., f(alv"'vai+t7"'7an)_f(alv'“aaiv'“van)
= lg{g} :

corresponde a la derivada de la funcién de una variable f(ay,...,a;—1," ,@ix+1, .., Gn)
en aj;.

NoTA 1.2.3. Cuando se habla de la derivada parcial de una funcién f con

respecto a x;, se entiende que se trata de la funcién % :A—Y queacadax € A

le hace corresponder %(ac) ey.

TEOREMA 1.2.1. Si D f(xq;v) existe para la funcién f, de la Definicion 1.2.1,
D f(xzg; Av) también existird para todo A € R y se tiene la igualdad

(1.2) Df(xzo; \) = ADf(xo;v).

DEMOSTRACION. Si A = 0, la férmula es evidente. Si A # 0, hacemos el cambio
de variable s = At, y obtenemos

f(zo + sv) — f(xo) f(xo + sv) — f(x0)

Df(wo; Av) = lim A = Alim = ADf(zo;v).
7%;3 s 20 s
]

PROPOSICION 1.2.1. Dadas dos funciones f y g definidas en un abierto A de
un e.v.n. X, con valores en un e.v.n. Y y, dos elementos xo € A yv € X tales que
Df(zo;v) y Dg(xo;v) existen, entonces
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(i) D[f + g](xo;v) existe y se tiene

(1.3) D[f + g](zo;v) = Df(z0;v) + Dg(zo;v);
(ii) Para A € R, DA f](zo;v) existe y se tiene
(1.4) DM f](xo;v) = AD f (20; v);
(ii) SiY =R, D[fg]|(zo;v) existe y se tiene
(1.5) D[fg)(xo;v) = g(x0) D f (x5 v) + f(x0) Dg(xo; v);
(iv) SiY =Ry f(zo) # 0, D[1/f](x0;v) existe y se tiene
(1.6) DI f)(woiv) = = gD (aniv).
0

DEMOSTRACION. Las férmulas (1.3) y (1.4) son una consecuencia directa de
la Definicién 1.2.1 y de las propiedades del limite de funciones. Siguiendo la Nota
1.2.1, si definimos las funciones ¢(t) = f(zo + tv) y £(t) = g(xo + tv), vemos que
las férmulas (1.5) y (1.6) se escriben

w0 =00 o0 v () 0=-20)

¢ ¢(0)?
respectivamente. Estas dos formulas fueron demostradas en el curso de calculo de
funciones de una variable real. O

TEOREMA 1.2.2. Si f es una funcion definida en un abierto A de un e.v.n
X, con valores en R™ vy, si denotamos f1, ..., fm las funciones componentes de f,
entonces para xg € A yv € X, la derivada parcial D f(xo;v) existe si y sélo si las
derivadas parciales D f;(xo;v) existen para todo i = 1,...,m y, en tal caso, se tiene
que

(1.7) Df(zo;v) = (Df1(zo;v), ..., Dfm(zo;v)) € R™.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia directa de la Definicién 1.2.1 y de un
resultado visto durante el curso que relacione el limite de una funcién a valores en
un espacio producto con los limites de las funciones componentes respectivas. [

1.3. Diferencial

DEFINICION 1.3.1. Una funcién f definida en un abierto A de un e.v.n. X,
con valores en un e.v.n. Y, se dird diferenciable en zoy € A, si existe una funcién
¢e L(X,Y) (£lineal y continua de X en Y') tal que para todo v € X, con xg+v € A,
se tenga

(1.8) f(@o +v) = flzo) + L(v) + o(v)
donde o(+) es una funcién de X en Y que verifica 0o(0) =0y

o) _y,

=0l

(1.9)

Haciendo el cambio de variable x = z¢ + v € A4, la relacién (1.8) toma la forma
f(x) = f(zo) + £(x — z9) + o(x — zp) para todo x € A.

A la funcién lineal continua ¢ (mds adelante veremos que es unica) se le llama
diferencial de f en zq y se le denota usualmente D f(zo) € L(X,Y) o bien df (zo).
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La funcién f se dird diferenciable si es diferenciable en todo punto de A y
llamamos diferencial de f a la funcién de A en L£(X,Y) que a cada = € A le
hace corresponder el diferencial Df(z) € L(X,Y) de f en x. Al diferencial de f lo
denotaremos D f 6 df.

Nota 1.3.1. La igualdad (1.8) junto con (1.9) equivale a

v [[v]l
v£0

=0

lo que a su vez equivale a decir que: para todo € > 0 existe n > 0 tal que
(1.11) [oll <n = 1[f(zo +v) = flzo) — £(v)[| < el[v].

EJEMPLO 1.3.1. Toda funcién ¢ € L(X,Y) es diferenciable y se tiene Dé(xg) =
¢ para todo zy € X. Esto es una consecuencia inmediata de (1.10) y de la identidad
Uzo +v) — €(zg) — £(v) = 0 para todo v € X.

TEOREMA 1.3.1. Si f es una funcion definida en un abierto A de un e.v.n

X, con valores en un e.v.n Y, diferenciable en xog € A, entonces existe una unica
funcion £ € L(X,Y) que verifica (1.8).

DEMOSTRACION. Si £y y {5 verifican (1.8), usando (1.11) que es equivalente a
(1.8), se obtiene ficilmente que para todo £ > 0 existe n > 0 tal que
[0l <0 = [[e(v) = L2(v)]] < eljvf

y como ||ﬁv|| < n para todo v € X no nulo, se tendrd

wﬁv) — by(Ev)| < el o],

o
o]l o]l

Simplificando por HnTH obtenemos
141 (v) — €2(v)|| < e|lv]] paratodo v € X
y como esto se tiene para todo € > 0, haciendo tender € a 0 concluimos que
|41 (v) — €2(v)|| =0 para todo v € X
es decir, ¢1(v) = £2(v) para todo v € X. O
Nora 1.3.2. El diferencial de f en zy permite obtener la aproximacién lineal

afin o aproximacién de primer orden de la funcién f en el punto xg, que esta dada
por la funcién h : X — Y definida por

W) := f(xo) + Df(xo)(x — o)
es decir, la tnica funcién lineal afin que verifica h(zg +v) — f(zo + v) = o(v).

Dos funciones f y h definidas en un abierto A de un e.v.n. X con valores en un
e.v.n. Y, se dicen tangentes en g € A si f(zg + v) — h(zo +v) = o(v) donde o es
una funcién de X en Y que verifica 0(0) = 0 y la relacién (1.9).

De lo anterior vemos que la aproximacién de primer orden de la funcién f en
g € A corresponde a la funcién lineal afin que es tangente a la funcién f en xq.

Geométricamente, este hecho se expresa diciendo que en X x Y, el subespacio
afin definido por el grafo de la funcién lineal afin h, es tangente al grafo de f en
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(0, f(x0)). Recordemos que el grafo de una funcién f de A en Y es el conjunto
{(z,2) € AXY : z= f(x)}. Cuando Y = R decimos que z = h(z) es la ecuacién
del hiperplano afin tangente al grafo de f en (xg, f(xo)).

NotaA 1.3.3. Si en la Definicién 1.3.1 cambiamos las normas en X y Y por otras
equivalentes, de (1.11) se desprende facilmente que f sigue siendo diferenciable en
xo y, su diferencial en ese punto es el mismo.

TEOREMA 1.3.2. Si f es una funcion definida en un abierto A de un e.v.n X,
con valores en un e.v.n Y, diferenciable en xq € A, entonces ella es continua en
xg, parcialmente derivable en xg y se tiene la igualdad

(1.12) Df(xo)(v) = Df(xo;v) para todo v € X.

DEMOSTRACION. Usando la expresién (1.11) y haciendo el cambio de variable
T = xg + v, obtenemos que para todo € > 0 existe n > 0 tal que
e —zoll <n = [If(z) = f(wo) = Df(xo)(x — mo)|| < el — ol
= |If(2) = f(zo)ll = [Df(xo)(x — @o)|| < €l — o

y como D f(xg) es una funcién lineal continua (Lipschitz), obtenemos

£ (@) = fzo)ll < (IIDf(@o)lle(x,v) +e)llw— 2ol Va € Blxo,n)

lo que implica que f es continua en zg.
Ahora, dado v € X no nulo, para v = tv (abusando de la notacién) la relacién
(1.10) implica que

i (o + 1) = f(zo) — D f(o)(tv)

oy el

=0.

Multiplicando por ||v|| y usando la linealidad de D f(z() se obtiene
t —
lim f(l’o + U) f(‘TO) — Df(ﬂ?o)(’t))

t—0
t£0 t

demostrando que f es parcialmente derivable en xg y la igualdad (1.12).
El resultado para v = 0 es evidente. (]

Nota 1.3.4. La férmula (1.12) nos da la relacién que existe entre el diferencial
de una funcién y su derivada parcial. Su importancia es crucial pues constituye la
Unica forma de calcular el diferencial de una funcién en un punto. En el teorema
anterior también demostramos que si el diferencial de una funcién existe en un
punto de su dominio implica que ella es continua y parcialmente derivable en ese
punto. Para apreciar cuanto mas fuerte es la diferenciabilidad que la derivabilidad
parcial, en el préximo ejemplo veremos que esta iltima no implica ni siquiera la
continuidad.

EJEMPLO 1.3.2. Considere la funcién f : R? — R definida por f(x,x2) :=
3
720 81 (w1,22) # (0,0) y £(0,0) := 0. Observe que f no es continua en (0,0)

m%+zg
pero si es parcialmente derivable. En efecto, f(k~1, k’%) = % = % # £(0,0)
para todo k € N, lo que muestra la discontinuidad de f en (0,0). Por otra parte




6 1. DIFERENCIABILIDAD EN ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

. s f@O)=F(0) _ qs t4v1'ug’ Y] tvlvg o
Df(0;v) = }E)r(l) e = }EI%) G A ll_r)r(l) e 0 para todo v € X, lo

que muestra que f es parcialmente derivable en (0, 0).

TEOREMA 1.3.3. Dadas dos funciones f y g definidas en un abierto A de un
e.v.n X, con valores en un e.v.n'Y, diferenciables en xoy € A, entonces

(i) f + g es diferenciable en xg y se tiene

(1.13) D[f + gl(zo) = D f(z0) + Dg(zo);
(ii) Para A € R, \f es diferenciable en xy y se tiene
(1.14) DAf(zo) = ADf(x0);
(iii) SiY =R, entonces [ - g es diferenciable en xq y se tiene
(1.15) D[f - gl(z0) = g(x0)D f(z0) + f(z0)Dg(x0);
(iv) SiY =Ry f(xg) # 0, entonces 1/f es diferenciable en xy y se tiene
(1.16) D [H (20) = —%Df(mo).

DEMOSTRACION. Una forma directa de demostrar este teorema consiste en
verificar para cada uno de los cuatro casos la igualdad (1.10). De este modo se
demuestra simultaneamente la diferenciabilidad de cada una de las cuatro funciones
y su respectiva férmula.

Los casos (i) y (ii) son los mas féciles y los dejamos como ejercicio.

(iii)

(f - 9)(zo +v) — (f - 9)(w0) — [9(w0) D f(20) + f(x0)Dg(x0)](v)

lim =
b0 (vl
Jim £ @0+ V)lg(@o +v) = g(x0) = Dg(wo)(v)] | g(wo)[f (20 +v) — f(x0) = Df (20)(v)]
o] o]l
Lo to) — ﬁTO)]Dg(xO)(v) — Ym f (0 + v) lim g9(xo +v) — g(xvo”) — Dy(0)(v)
f(zo +v) — f(zo) — Df(0)(v) Dg(0)(v)

+g(z0) lim +lm[f (zo +v) — f(0)] =0.

Il
El dltimo limite de la expresién anterior es nulo debido a que la continuidad de la
funcién lineal Dg(z() implica que el cuociente % es acotado y, la diferencia-
bilidad de f en z( implica su continuidad.

(iv)
T ~ 7w A _ o F@0)” = (o +v)f (o) + £ +0)Df (w0) ()

0 o] " F(@o + ) f(wo)?[[0]
1 D f(20)(0)[f (w0 + v) — f(@o)] = F(z0)[f (w0 +v) — f(wo) — D (0)(v)]

lim . =

o B Df(xo)(v) U o (@0 +2) = flzo) = Df(z0)(v)

loll — f(wo)? o]l

[[o]]

=0

O
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TEOREMA 1.3.4. Si f es una funcién definida en un abierto A de un e.v.n X,
con valores en un producto (finito) de e.v.n. Y1 X ... XYy, y, si denotamos f1,..., fm
las funciones componentes de f, entonces f es diferenciable en xog € A si y solo si
cada una de las m funciones f; es diferenciable en xqy y, en ese caso se tendrd

DEMOSTRACION. La equivalencia de la diferenciabilidad de f con la de sus
funciones componentes y la férmula (1.17) se obtienen en forma directa utilizando
la igualdad (1.10) y las propiedades del limite. O

NoTA 1.3.5. Las cinco férmulas que se dan en los dos teoremas anteriores, se
pueden obtener facilmente a partir de la férmula (1.12) y de las respectivas férmulas
del Teorema 1.3.2 y Proposicién 1.2.1. No lo hicimos asi debido a que previamente
habia que demostrar la diferenciabilidad de cada funcién.

TEOREMA 1.3.5. Si f es una funcion definida en un abierto A de R™ con valores
en un e.v.n Y, diferenciable en un punto xg € A, entonces se tiene la formula

n

(1.18) Df(xo)(v) = Zvi%(xo)
i=1 v

n
para todo v =Y v;e; € R™, donde ey, ..., e, es la base candnica de R™ que usamos
i=1
en la Definicion 1.2.3.
DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata del Teorema 1.3.2 y de la

definicién de derivada parcial %(mo). d

DEFINICION 1.3.2. Si f es una funcién definida en un abierto A de R™ con
valores en R, diferenciable en un punto xg € A, se llama gradiente de f en zq al
vector

of
1.19 v = =
(1.19) flan) = (52

<x0)""’56xi($0)> € R™.

NoTA 1.3.6. Con la definicién anterior, cuando ¥ = R, la férmula (1.18) se
escribe

(1.20) D f(zo)(v) = (Vf(z0),v)
donde (-,-) denota al producto interno usual en R™. De este modo vemos que el
gradiente de una funcién f diferenciable en x( es el vector asociado a la funcién
lineal Df(xp) € L(R™,R).

Con esta notacion, la aproximacion de primer orden de f en zq, definida en la
Nota 1.3.2, se escribe

(1.21) h(z) = f(xo) + (Vf(xo),z — o)
y la ecuacién del hiperplano afin tangente al grafo de f en (zo, f(xq)), serd
(1.22) z={(Vf(xo),z —xz0) + f(x0)-

Denotando ahora (-, -) al producto interno en R™ x R, esta ecuacién se escribe

(Vf(20), =1) (z, 2) = (20, f(0))) = 0
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lo que muestra que el hiperplano afin en cuestién es aquel que pasa por (xg, f(x0))
y es paralelo al hiperplano ortogonal al vector (V f(zg), —1). Por esta razén, se dice
que el vector (V f(zg),—1), trasladado a (xq, f(x0)), es ortogonal al grafo de f en

(o, f(w0)).

Nota 1.3.7. Observe que la férmula (1.20) puede generalizarse a toda funcién
f definida en un abierto A de un espacio de Hilbert X con valores en R. En efecto,
si f es diferenciable en xg € A, como D f(zg) es una funcién lineal continua de X
en R, definimos el gradiente de f en xy como el unico elemento V f(zg) € X que
verifica

(1.23) Df(xo)(v) = (Vf(z),v) paratodove X

y con esta definicién de gradiente, se deduce facilmente del teorema anterior que,
cuando X =R" y Y = R, el gradiente V f(z¢) estd dado por la igualdad (1.19).

DEFINICION 1.3.3. Si f es una funcién definida en un abierto A de R™, con
valores en R™, si denotamos f1, ..., f;, sus m funciones componentes y suponemos
f diferenciable en zg € A, entonces llamamos Jacobiano de f en xg a la matriz de
mxn

(1.24) o) = (2 a)

donde 1 <i:<myl<j<n.

NoTaA 1.3.8. Con la definicién anterior, cuando Y = R™, la férmula (1.18) se
escribe, usando notacién matricial,

(1.25) Df(xo)(v) = Jf(xo)v.
El Jacobiano de una funcién f en x( es la matriz asociada a la funcién lineal
Df(xg) € LR™,R™), segtn lo estudiado en el curso de algebra lineal. Con esta
notacion, la aproximacion de primer orden de f en x, definida en la Nota 1.3.2 se
escribe
(1.26) h(a) = Flao) + Jy(w0)(x — o).

1.3.1. Teorema del Valor Medio.

TEOREMA 1.3.6. Sea f una funcion definida en un abierto A de un e.v.n. X
con valores en R. Si f es diferenciable en todo punto de un segmento [xo,yo] C A,
entonces eziste z €|xg, yo[ tal que

(1.27) fyo) = f(zo) = Df(2)(yo — o).

DEMOSTRACION. Si definimos la funcién ¢(t) = f(xo + t(yo — xg)) para t €
[0,1] v aplicamos el teorema del valor medio para funciones de una variable real,
obtenemos que existe n €]0, 1] tal que ¢(1) — ¢(0) = ¢'(n) lo que corresponde
exactamente a la férmula (1.27) con z = zg + n(yo — o) € |20, Yol O

NoTA 1.3.9. Si en el teorema anterior X = R", de la férmula (1.20) vemos que
(1.27) puede escribirse

f(o) — f(xo) = (V[f(2),y0 — o).
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EJEMPLO 1.3.3. Demos un ejemplo que muestre que la férmula (1.27) no es en
general vélida si f toma sus valores en un e.v.n. Y. Sea f : R — R? definida por
f(t) == (cos(t),sen(t)) y sean a := 0y b := 27. Es fdcil constatar que f(b) — f(a) =
(0,0) y Df(c)(b—a) = 2w (—sen(c), cos(c)), lo que muestra que no existe ¢ € [0, 27]
tal que se tenga la igualdad (1.27).

TEOREMA 1.3.7. Sea f una funcion definida en un abierto A de un e.v.n.
X con valores en un e.v.n. Y. Si f es diferenciable en todo punto de un segmento
[0,y0] C A y si L es una constante que verifica L > ||D f(x)|| para todo x € [zg,yo],
entonces se tiene la desigualdad

(1.28) 1/ (y0) = f(zo)ll < Lllyo — zol|-

DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario, es decir, que existe § > 0 tal que|| f(yo)—
f(@o)|l = Lllyo — wol| = 4. Si definimos m = w°+y° ; puesto que || f(yo) — f(m)|+
1£(m) — F(wo)ll = 1f(wo) — F(xo)ll ¥ llgo — woll = lyo — mll + lm — o |, s tendra

)

17 (o) = f(m)ll = Llyo —mll = 5

o bien 5
1£(m) = f(zo)ll = Lllm — ol = 5.

Si se tiene la primera de estas desigualdades definimos y; := by x1 := m, en
caso contrario definimos y; := m y x1 := x. Aplicando sucesivamente el mismo
procedimiento obtenemos una sucesioén de intervalos encajonados [z, y,] con ||y, —

Hyo 330“

Xl = y tales que

0
1Fn) = f(@a)l = Lliyn = zal = o5 -

Puesto que ||z, —yn|| — 0 sabemos que las sucesiones {z,, } y {yn} deben converger a
un mismo w € [xg, yo]. Por otra parte por ser f diferenciable en w, de la desigualdad
anterior podemos escribir

2% < I yn) = f(w) = (f(@n) = Fw)I| = Lllyn — zn|
= [IDf(w)(yn —w) + 0o(yn — w) = Df(w)(xn —w) = o(zn — w)|| = Ll|lyn — x|
< IDf@)llllyn = 2all + llo(yn — w)ll + lo(zn — w)|| = Lllyn — @n|

y como ||y, — w|| < ||yn — zn|| ¥ |2n — | < ||yn — @x||, dividiendo la desigualdad
anterior por ||y, — 2, || podemos escribir
6 w—y o(lw—x
R L (Rt R O
ol lw =yl lw = ||

y tomando limite sobre n obtenemos una contradiccién con la hipétesis || D f(z)]| <
L para todo z € [zg, yo].

NoTA 1.3.10. Del teorema anterior se deduce que si f es diferenciable en todo
punto de un conjunto convexo C' C Ay si L > ||Df(x)|| para todo = € C, entonces
1/ (z) = f()|l < Ll|x — y|| para todo z,y € C.
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DEFINICION 1.3.4. Un conjunto C' en un e.v.n. X se dird conexo si no existen
conjuntos abiertos no vacios C7 y C5 en X que intersecten C, tales que C1NCsy = ¢

yCCClUCQ.

TEOREMA 1.3.8. Sea f una funcion diferenciable definida en un abierto A de
un e.v.n. X con valores en un e.v.n. Y. Si el diferencial de f es nulo en todo punto
de un congunto abierto conexo C C A, entonces la funcion f serd constante en C.

DEMOSTRACION. Demostremos primero que f es constante en toda bola
B(z9,0) C C. Sea z € B(x,0), puesto que [zg,2] C C y Df(z) = 0 para todo
x € [z, 2], del teorema anterior concluimos que || f(z) — f(xo)|| < 0, lo que equivale
a decir que f(z) = f(xo).

Sea ahora zg € C,C; = {z € C : f(z) = f(zo)} vy C2 = {zx € C: f(x) #
f(zo)}. Puesto que la funcién f es continua (ver Teorema 1.3.2) y C' es un conjunto
abierto, es facil demostrar que C5 es un conjunto abierto.

Mostremos finalmente que C7 es también un conjunto abierto. Sea xy € C;
y B(xg,0) C C, de la primera parte de esta demostracién concluimos que f es
constante en B(xg,0), y se tendrd entonces f(x) = f(zo) para todo x € B(xg,J),
lo que implica que B(zg,d) C C;. Lo anterior muestra que C; es abierto. Como
C1NCy = ¢, como C C C1UCy y como C7 # ¢ (en efecto, zp € C1), del hecho que
C es conexo concluimos que Cy = ¢, es decir, C' = C}. O

1.4. Funciones de clase C!

DEFINICION 1.4.1. Una funcién f definida en un abierto A de R", con valores
en un e.v.n Y se dird de clase C! si las n derivadas parciales de f con respecto a
Z1,..., &, (ver Nota 1.2.3) existen y son continuas.

TEOREMA 1.4.1. Si f es una funcion de clase C', definida en un abierto A de
R™ con wvalores en un e.v.n'Y, entonces ella es diferenciable.

DEMOSTRACION. Con el tinico objeto de simplificar la notacién, haremos la
demostracion para el caso en que n = 2 y usaremos la norma del méximo.

Dado un elemento cualquiera zy := aje; + ases € A, vamos a demostrar que f
es diferenciable en zy. De acuerdo al Teorema 1.3.5, debemos probar entonces que
la funcién lineal £(v) := vy %(wo) + UQ(%J;(xO) (donde v = (v1,v2)) es el diferencial
de f en xg.

Dado n > 0 tal que B(zg,n) C A, escribamos para v € R? con |[v]| < 7 la
desigualdad

If (zo +v) — f(wo) — L()]| _ [ f(a1 +v1,a2 +v2) — f(a1, a2 +v2) — U1%($0)||

o]l

N 1 £(a1, a2 +v2) — f(a1,a2) — va 5L (0|
[[ll '
Para concluir debemos probar que el limite cuando v — 0 de cada uno de los dos
sumandos de la derecha de esta desigualdad es cero.
La desigualdad

£ (a1, a2 +v2) — f(a1, az) — va 2k (o) - H flzo +vaez) — f(wo)  Of
[[v]l - s Oz

o]l

(zo)
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y la definicién de (a:o), nos muestra que el segundo de estos limites, es cero.
Definamos ahora la funcién ¢(t) := f(a1+1t, a2 +v2) — f(ar,as+v2) — tg—afl(xo).

Como f es de clase C, es claro que ¢ es diferenciable en todo punto del intervalo J

(donde J = [0,v1] sivg > 0, = [v1,0] siv; < 0) y Do(t)(v) = [azl (a1+t,a2+v2)—

aa xf (o)]v. Escribiendo entonces para la funcién ¢ la desigualdad ||¢(v1) — ¢(0)|| <

Llv |

con L = r?eé}( |D¢(t)||, dada por el Teorema 1.3.7, obtenemos

of

0 , . 0
I an+or,az-02) = ar, b))l < ol | o+t ) o)l

€1

Puesto que % es una funcién continua en zy y que % < 1, dividiendo por |[|v]|

esta desigualdad, vemos que el lado derecho tiende a cero cuando v — 0, lo que nos
permite concluir nuestra demostracién. O

TEOREMA 1.4.2. Si f es una funcion de clase C', definida en un abierto A de
R™ con wvalores en un e.v.n. Y, entonces f es continua.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata del teorema anterior y del
Teorema 1.3.2. (]

DEFINICION 1.4.2. Una funcién definida en un abierto A de un e.v.n X, con
valores en un e.v.n Y se dird continuamente diferenciable si ella es diferenciable en
todo punto de A y la funcién Df : A C X — L(X,Y) es continua.

TEOREMA 1.4.3. Si f es una funcion de clase C', definida en un abierto A de
R™ con valores en un e.v.n'Y, entonces ella es continuamente diferenciable.

DEMOSTRACION. Del Teorema 1.4.1 sabemos que f es diferenciable en zq. Ve-
rifiquemos ahora la continuidad de Df en xg € A. De (1.18) se tiene

[[Df(x0) = Df(@)]()] _

|Df(zo) — Df(x)]| = sup

v#0 ||UH
_ I15L (20) — 5= (2)]vr + - + [525 (w0) — 5L (2)]va|
= sup

v£0 [[v]]

O (z0) — 2L (2))v 9 (20) — 2L (2))v

< e I(For (o) — Fy () vn | Lt (72 (o) — 77— () vl

v£0 J[v]| v£0 V]l

of 8f of
8331( o) = 8331 H H 7o) axn( )H

por lo tanto, haciendo tender = a zg y puesto que las funciones af ( ) son continuas
en xy, obtenemos

Jim [[Df(r0) ~ DI ()] = 0
lo que es equivalente a lim D f(xz) = D f(x() mostrando asi la continuidad de D f
T—T0

en xg. O

TEOREMA 1.4.4. Si f es una funcion continuamente diferenciable, definida en
un abierto A de R™ con valores en un e.v.n. Y, entonces f es de clase C'.
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DEMOSTRACION. Vamos a demostrar la continuidad de la funcién 8% tA—-Y
en un punto xg € A. Del Teorema 1.3.2 deducimos que

g:i () - g;i (o) = Df(x)(ei) — Df(xo)(es)
= [Df(z) — Df(xo)l(es)

y de la desigualdad [|£(z)||y < [|¢]z(x,v) ||=]|x para lineales continuas, aplicada a
la funcién lineal continua [Df(z) — D f(xo)], vemos que

*) Ly 3L

Como por hipétesis la funcién Df : A — L(R™, F) es continua en xy € A, obtene-
mos lim Df(z) = Df(zo), lo que implica a partir de (*) que
T—x0

<|[Df(x) = Df(xo)llc(x,v)lleill-

of of
i =
ILH@}U 81‘1‘ ((t) al‘i (ZO)
concluyendo la continuidad de é%i en xg. O

Nota 1.4.1. Si f es una funcién definida en un abierto A de R™ con valores
en un e.v.n. Y, entonces los teoremas 1.3.2, 1.4.1, 1.4.3 y 1.4.4 se resumen en el
siguiente diagrama

fesdeclase C! < fes continuamente diferenciable
= f es diferenciable

= f es parc. derivable y f es continua.

TEOREMA 1.4.5. Si f y g son dos funciones continuamente diferenciables
definidas en un abierto A de un e.v.n. X con valores en un e.v.n. Y, entonces

(i) f+ g es continuamente diferenciable.
(ii) Si A € R, \f es continuamente diferenciable.
(iii) SiY =R, f-g es continuamente diferenciable.
(iv) SiY =R y f(x) # 0 para todo x € A,1/f es continuamente diferenciable.

DEMOSTRACION. Del Teorema 1.3.3 vemos que las cuatro funciones del enun-
ciado seran diferenciables. Por otra parte las férmulas (1.13) a (1.16) muestran que
para todo x € A

(i) D[f +gl(z) = Df(x) + Dg(x)
(ii) D[Af](z) = ADf(x)
(iii) D[f-gl(x) = g(x)Df(x) + f(x)Dg(x).
() D[1/fl(x) =~ Df (a).
Dado que por hipétesis las funciones f, Df,g y Dg son continuas, de las férmulas
anteriores deducimos que D[f +g], DI\f], D[f-g] v D[%] son continuas. Lo anterior
nos permite concluir que f+g,Af, f-g y 1/f son continuamente diferenciables. [

TEOREMA 1.4.6. Si f es una funcion definida en un abierto A de un e.v.n X
con valores en un producto de e.v.n. Y1 X ... X Yy, y, si denotamos fi,..., fm las
funciones componentes de f, entonces ella serd continuamente diferenciable si y
solo si sus m funciones componentes son continuamente diferenciables.
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DEMOSTRACION. Del Teorema 1.3.4 vemos que f es diferenciable si y solo si
sus m funciones componentes lo son. Por otra parte la féormula (1.17) muestra que
Df(z) = (Dfi(x),.... Dfm(x))
lo que significa que Df es continua si y solo si las funciones Dfy,..., D f, son

continuas. Lo anterior nos permite concluir que f es continuamente diferenciable si
y solo si las funciones fi, ..., f también lo son. O

TEOREMA 1.4.7. Si f es una funcion continuamente diferenciable, definida en
un abierto A de un e.v.n. X con valores en un e.v.n. Y, entonces para todo o € A
y todo € > 0 existe § > 0 tal que

(1.29) z,y € B(xo,6) = |[f(2) = f(W)| < (IDf(@o)ll + &)z — yl|-
La funcion [ se dice entonces localmente Lipschitziana en A.
DEMOSTRACION. Sea xg € Ay € > 0. Como Df es una funcién continua en
xp, existird 0 > 0 tal que
IDf(2)|| < ||Df(xo)| + € para todo z € B(xo,9).
Como para todo =,y € B(xg, ) se tiene que [z,y] C B(xzo,d), del Teorema 1.3.7
obtenemos la desigualdad (1.29). O

TEOREMA 1.4.8. Sea f una funcion continuamente diferenciable, definida en
un abierto A de R™ con valores en un e.v.n. Y. Entonces ella es Lipschitziana en

toda bola B(xzo,r) C A, con constante de Lipschitz L := méx ||Df(2)].
z€B(zo,r)

DEMOSTRACION. Dado que una funcién continua definida sobre un conjunto
compacto a valores en R alcanza su maximo, aplicando a D f en B(zg, r), concluimos
que L esta bien definido. El Teorema 1.3.7 nos permite entonces concluir. (]

1.5. Composicion de funciones diferenciables

TEOREMA 1.5.1. Sea f una funcion de un abierto A de un e.v.n. X en un e.v.n.
Y y sea g una funcién de un abierto B del e.v.n. Y, en un e.v.n. G (suponemos
que f(A) C B). Entonces si f y g son diferenciables en xg € A y f(xzo) € B
respectivamente, la funcion h := g o [ es diferenciable en xo y se tiene la férmula

(1.30) Dh(xo) = Dg(f(z0)) o Df(xo).

DEMOSTRACION. De acuerdo a la relacién (1.11) debemos probar que dado
€ > 0 existe n > 0 tal que

(*) lloll <m = ll(go f)(zo+v) = (g o f)(x0) = [Dg(f(x0)) o Df(xo)](v)]| < ellv].
Para simplificar la notacién escribamos h :=go f, u:= f(xg) y w:= f(zg +v) —
f(z0). Entonces

(0 +v) = h(zo) — [Dg(u) o D f(xo)](v)|| <
l9(u+w) = g(u) = Dg(u)(w)|| + [[Dg(u)(w) — [Dg(u) o D f(zo)](v)]l
y ademas
[Dg(u)(w) = [Dg(u) o Df(zo)|(v)| = [|Dg(w)(w —Df(zo)(v))|
[Dg(u)ll [f(zo +v) = f(zo) — Df (wo)(v)]|

IN
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obteniendo la desigualdad
(1.31)
[h(zo + v) = h(zo) — [Dg(u) o D f(x0)](v)| <
lg(u +w) — g(u) — Dg(u)(w)|| + [Dg(uw)|| £ (zo +v) — f(x0) — Df(z0)(v)]].
Sea ¢ > 0. Como f es diferenciable en z(, de acuerdo al Teorema 1.3.2 (ver su
demostracion), ella serd también Lipschitziana (localmente) en z(. Existird entonces
n1 > 0 tal que

€
(1.32) [oll <m = [ f(xo +v) = f(zo) = Df (o) ()| < 57—yl
2[|Dg(u)
y
(1.33) [vll < m = [If(zo +v) = fzo) < Lilv]].
Por otra parte, como g es diferenciable en wu, existird 7o > 0 tal que
€
(1.34) lwll < n2 = llg(u +w) = g(w) = Dg(u)(w)|| < 57 [lwl.
De las relaciones (1.31), (1.32), (1.33) y (1.34) definiendo 1 = min{n;, 2} obten-
emos directamente la desigualdad (*). O

NotaA 1.5.1. De acuerdo a la Definicién 1.3.2 y a la Nota 1.3.8 vemos que si en
el teorema anterior X = R",Y = R™ y G = RP, entonces el jacobiano de la funcién
h = go f en xg, serd igual al producto de los jacobianos de las funciones g y f, esto
es

(1.35) In(@o) = Jo(f(@0)) - J¢(wo)
que corresponde a la férmula (1.30) escrita matricialmente. Se verifica facilmente

que el elemento (4, j) de la matriz Jj, (x¢) (de p filas y n columnas) es Y~ 0rg:(f(x0))0; fr(zo0)
k=1

donde 0; fr(xo) representa la derivada parcial en zo de la funcién componente fj
con respecto a la j-ésima variable y, 9rg;(f(xo)) representa la derivada parcial en
f(xo) de la funcién componente g; con respecto a la k-ésima variable.

De (1.35) y (1.25) vemos que para todo v € R™ se tendrd

(1.36) Dh(x0)(v) = Jy(f(x0))J s (z0)" "

que también se escribe

Dh(zo)(v) = (Y Y 0,0 fe(x0)Okgr (f(20)), o 2 Y Y 0;0; Fr(20)Okgp(f(20))).

j=1k=1 j=1k=1
En particular, para v = e; € R", se tendrad para todo j =1,...,nei=1,...,p la
férmula

(1.37) 0jhi(w0) = 0; fr(x0)Okgi(f(x0))-

k=1
Esta formula se llama usualmente regla de la cadena para el célculo de las derivadas
parciales de la funcién h = go f.

TEOREMA 1.5.2. Si suponemos que las funciones f y g del teorema anterior
son continuamente diferenciables, entonces h := f o g también serd continuamente
diferenciable.
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DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata de la férmula (1.30) y del
hecho que composicién de funciones continua es una funcién continua. (I

1.6. Diferencial Parcial

En esta seccién vamos a introducir la nocién de diferencial parcial de una
funcién, que en cierto sentido generaliza la nocién de derivada parcial y, daremos
después un resultado que generaliza el Teorema 1.3.5.

DEFINICION 1.6.1. Dados n+1 e.v.n. Xy, ..., X,,, Y, una funcién f definida en
un abierto A del e.v.an. Xy x ... x X, con valores en Y y xy € A, denotaremos
por D;f(zg) (para j = 1,...,n) al diferencial en z; € X; (zg = (z1,...,x,) €
X1 x ... x Xp,) de la funcién f(z1,...,25-1,, Zj41, ..., Tn), cuando existe. Se tiene
entonces que D; f(zo) € L(X;,Y).

Al diferencial D; f(x¢) lo llamamos diferencial parcial de f en x( respecto a la
variable j.

NotA 1.6.1. Con los datos de la definicién anterior definimos las tres funciones
ijXlx...XXnHXj, ijIXjHXlX...XXnteZX]‘HXlX...XanOI'

(1.38) Pi(x1, .y Tn) 1=
(1.39) ij(z;) = (0,...,0,2;,0,...,0)
(1.40) Ii(z;) ==z +i;(zj — x;).
Se deduce entonces facilmente que

(1.41) D;f(xo) = D[f o I;}(p; (x0))-

TEOREMA 1.6.1. Dados n+ 1 e.v.n. Xq,...,X,,,Y, un abierto A en el e.v.n.
X1 X ... x X, un elemento vy € A y una funcion f : A — Y diferenciable en
xo € A, entonces para todo v € Xy X ... X X,, se tiene la formula

(1.42) Df(wo)(v) = ZDjf(wo)(Uj)

donde vj := p;(v) (ver (1.38)).

DEMOSTRACION. De la igualdad (1.41), usando el Teorema 1.5.1 y el Ejemplo
1.3.1 que nos muestra que DI;(p;(xo)) = i;, vemos que

D; f(xo) = D[f o Lj](pj(20))
() = Df(I;(pj(w0))) o DI;(p;(x0))

Si componemos la igualdad (*) con p; y sumamos sobre j, obtenemos

> Djf(wo)op; =Y Df(wg)oijop;

Jj=1 Jj=1
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n
y como D f(zg) es lineal y >~ i; o p; es la identidad en X; X ... x X,,, concluimos
j=1

que
Z D;f(zo0) op; = Df(xo)
j=1
que corresponde exactamente a la igualdad (1.42). [

NoTA 1.6.2. Si en la Definicién 1.6.1 se tiene para todo j € {1,...,n} que
X;:=RF Y =R™ysi fi,..., fm son las funciones componentes de f, entonces la
férmula (1.42) se escribe, usando notacién matricial
(1.43) Df(xo)(v) = Y J;(xo)v;"

j=1
donde J;(zg) es el jacobiano asociado al diferencial D, f(z¢), esto es la matriz de
coeficientes 0 f;(xo) donde el indice ¢ = 1,....,m indica lafilay ¢:n;,..,n;41 —1

J
indica la columna (n; = Y k).
p=1

1.7. Teoremas de la funcién inversa y de la funcion implicita

Nota 1.7.1. Sea f : R — R una funcién continuamente derivable y tal que
f'(a) # 0. Del curso de cédlculo de funciones de una variable sabemos que existe
un intervalo I :=Ja — ¢, a + €[, tal que la restriccién f:I— f(I) de la funcién f
es biyectiva y su funcién inversa f ~! es continuamente derivable. Se tiene ademés
que (F7Y(f(z0)) = 1/f(2z0). En el teorema que sigue vamos a generalizar este
resultado al caso en que f es una funcién continuamente diferenciable, definida en
un abierto A de un espacio de Banach X.

Antes de enunciar el teorema veamos un ejemplo donde lo sefialado anterior-
mente no se tiene pues falla la continuidad de la derivada.

EJEMPLO 1.7.1. En este ejemplo mostraremos una funcién f : R — R que
es derivable, con derivada no nula en 0 y, que sin embargo no existe un intervalo
I =] — ¢, ¢ tal que la restriccién de f a I sea inyectiva. Esta funcién estd definida
por la féormula

Fa) = L+ 2%sen(L) §i x#0
0 si x=0.
Que no exista ¢ > 0 tal que f sea inyectiva en | — ¢, [ es equivalente a decir que
en todo intervalo de la forma | — e, [ la funcién f no es estrictamente creciente (o
decreciente) lo que equivale a decir que en todo intervalo | — ¢, e[ la derivada f’
cambia de signo. Este hecho es evidente puesto que
Fla) = % + 2zsen(L) — cos(L) §i x#0
5 si z=0.

TEOREMA 1.7.1. Sea f una funcion continuamente diferenciable, definida en
un abierto A de un espacio de Banach X con valores en X. Si Df(zo) € L(X, X)
es biyectiva, entonces existe un abierto V en X que contiene a x¢ vy, tal que la
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restriccion f : V= f(V) de la funcidn f es biyectiva y su funcidn inversa fﬁl es
continuamente diferenciable. Se tendrd ademds para b := f(xq) que

(1.44) Df~1(b) = [Df(x0)] "

DEMOSTRACION. Haremos la demostracién en cuatro etapas. En la primera
veremos que sin perder generalidad podemos suponer que zp = 0, f(z9) = 0 y
Df(zg) = I (funcién identidad en X), con lo cual la demostracién se simplifica
notablemente. Luego, en la segunda parte, encontraremos d > 0 tal que la restricciéon
f, de la funcién f al conjunto abierto V := f~1[B(0, g)] N B(0,6), es una biyeccién
de ese conjunto en f(V). En la tercera etapa mostraremos que f ~! es Lipschitziana
con constante de Lipschitz 2. Finalmente probaremos que ffl es continuamente
diferenciable.
la. Parte. Por razones pedagogicas la desarrollaremos al final.
2a. Parte. De acuerdo a la primera parte, podemos suponer zo = 0, f(0) = 0 y
Df(0) = I (funcién identidad en X). Definamos entonces la funcién g de A en X
por g(x) =z — f(z). Como g es continuamente diferenciable y Dg(0) = 0 (funcién
constante en X igual a 0), del Teorema 1.4.7 (tomando € = 1/3) vemos que existe
0 > 0 tal que

*) £,y € B(0,8) = lg(@) — gw)| < =l — ]

y como g(0) = 0, si hacemos y = 0 en (*) vemos que g(B(0,6)) C B(0,2) € B(0, ).
Vamos ahora a demostrar que para todo u € B(0, g) (bola cerrada) existe un tinico
xr € B(0,6) tal que u = f(x), lo que implica que la restriccién f de la funcién
f al conjunto V := f~1(B(0, g)) N B(0,6) es biyectiva de V en f(V). Para esto
definamos la funcién £ de B(0,6) en X por £(y) := g(y)+u. Como ¢ también verifica
la desigualdad (*), vemos por una parte que [lyl| <& = [[((y)|| < 3|yl + ull <6
lo que significa que ¢ es una funcién de B(0,8) en B(0,d) y por otra parte (*)
nos muestra que £ es contractante. Dado que X es un espacio de Banach y B(0,d)
un conjunto cerrado, podemos deducir, de acuerdo al teorema del punto fijo, la
existencia de un tinico z € B(0, ) tal que £(z) = x, lo que equivale a decir u = f(z).
La continuidad de f garantiza que el conjunto V es abierto.

3a. Parte. Mostremos que

wv € f(V) = |f 7 w) = F7H )] < 2llu -]
Dados u,v € f(V), sean z,y € V tales que x = f‘l(u) vy = f‘l(v), puesto que
de la segunda parte sabemos que f 4+ g = I y que g verifica (*), se deduce

le =yl = I +0)@)~ (7 +9))
< lgl@) = gl + 1) = S
< Sle—yl +15@) - f)

lo que muestra ||z — y|| < 2||f(z) — f(y)|| que equivale a escribir
177 () = FH ()] < 2fju =]

4a. Parte. Demostremos ahora que ffl es diferenciable. Dado b € B(0, %) probe-
mos que Df~1(b) = [Df(x9)]~!, donde zo = f~1(b). Dados by b+ k € B(0, %),
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definiendo h := f~1(b+ k) — f~1(b) vemos que, de acuerdo a la tercera parte de la
demostracién 3 y

Bl =11F7H b+ k) = O < 2|k
por lo tanto

17~ (b 4+ k) = F~1(1) = Df (o) ()] _ 2l1h = Df o)~ (f(zo + b) ~ (o))

1%l 7l
< oIS (@) D (wo)(h) — (f(wo + h) — f (o))l
- 7]
< 2||Df(z0) Y| | f(xzo + h) — fl(lz(h) — Df(zo)(h)| ‘

Como f es diferenciable y como cuando k — 0 se tiene que h — 0, obtenemos

o FOHR) = T 0) = DY) M)
o ]

k70

=0

que muestra que f~! es diferenciable y que D f~1(b) = Df(x)~L.

la. Parte. Si definimos la funcién h : A — {xg} — X por

h(x) := D f(x0) " [f(wo + ) — f(0)]

vemos que h(0) =0y que h es continuamente diferenciable si y solo si f es contin-
uamente diferenciable, en efecto Dh(x) = Df(x9)~! o Df(xo + x) y en particular
Dh(0) = I. Vemos también que si existen abiertos By, B C X que contienen
a 0 tales que la restriccién h, de h a B; sea una biyecciéon de By en Bs, en-
tonces la restriccién f, de f a A; := By + {zo}, serd una biyeccién de A; en
As = Df (20)(Ba) + {f(w0)}, en efecto f~(u) = h=1(Df(w0) " (u — f(x0))) + 0.
Finalmente, de la dltima igualdad queda claro que si h~! es continuamente difer-
enciable, entonces f —! también lo serd y se tiene

Df(u) = Dh™ (D f(xo) ™" (u — f(x0))) o Df (x0)~".

La demostracién de que f es continuamente diferenciable es dejada como ejer-
cicio. (]

NoTA 1.7.2. Dada una funcién f : R x R — R nos preguntamos si es posible
despejar la variable y (en funcién de la variable z) en la ecuacién

(1.45) flz,y)=0

es decir, jexiste una funcién ¢ : R — R tal que “f(z,¢(x)) = 0 para todo x € R”,
o lo que es equivalente, tal que “f(z,y) =0< y = ¢(z)”?

Es facil ver que “globalmente” esto no es posible, en general no existe ¢ que verifique
f(z,¢(x)) = 0 para todo x € R.

Sin embargo, cuando f es continuamente diferenciable, dado (a,b) € R x R que
verifica la ecuacién (1.45), es decir f(a,b) = 0, si d2f(a,b) # 0, entonces existe
¢ > 0 y una funcién continuamente derivable ¢ : [a — e,a + ] — R tal que

(1.46) b=¢(a) y f(z,¢(z)) =0 paratodo x € [a—c¢,a+¢].

Aplicando la regla de la cadena para derivar la funcién nula = € [a — ¢,a + €] —
f(z, ¢(x)), se tendra
alf(aa b)

(1.47) @)= =55
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Desarrollemos esta idea para la ecuacién f(x,y) = 0 definida por la funcién de clase
C! f(z,y) :== (x—1)2+(y—1)?—1. Consideremos entonces (a,b) := (3,1— i) que
evidentemente verifica f(a,b) = 0 y ademés 02 f(a,b) = —v/3 # 0. De acuerdo a lo
que deciamos, debe entonces existir una funcién ¢ : [a—e, a+¢] — R continuamente
derivable tal que ¢(a) = by f(x,¢(x)) = 0 para todo x € [a — e, a+€]. No es dificil
deducir que la funcién ¢ : [1, 3] — R definida por ¢(z) = 1—+/1 — (z — 1)2 cumple

47 4
1 oafGa-v)

con este requerimiento. Se tiene ademds ¢’ (5) =75= EREraR

Este mismo razonamiento lo podemos hacer para cualquier punto (a,b) € R x R
de la forma (a,1++/1 — (a — 1)?) con a €]0, 2[, pues todos esos puntos verifican la
ecuacién f(z,y) = 0 y ademads la derivada parcial de f con respecto a la segunda
variable, en esos puntos, no se anula. Esto no serfa posible sin embargo, en (0,1) y
(2,1) donde 05 f se anula, hecho que en este ejemplo es f4cil de evaluar directamente.
El teorema de la funcién implicita que daremos a continuacién generaliza este prob-
lema a la ecuacién f(z,y) = 0, definida por una funcién continuamente diferenciable
f:A— X5, donde A es un abierto en el e.v.n. X7 x X5, siendo X; y X5 dos espacios
de Banach.

TEOREMA 1.7.2. Dados dos espacios de Banach X; y X, un abierto A C
X1 X Xo y una funcion continuamente diferenciable f : A — X, definimos la
ecuacion

(148) f(IEl,I’Q) =0.

Entonces, si xg = (x1,12) € A verifica la ecuacion (1.48) y si Daf(xo) (ver Defini-
cion 1.6.1) es biyectiva en Xa, se tiene que existe una bola B(x1,€) C X1 y una
funcion continuamente diferenciable ¢ : B(x1,¢) — Xo tales que

(1.49) x2 =¢(x1) y flx,d(x)) =0 paratodo x € B(xy,e).
Se tiene ademdas la formula
(1.50) D¢(x1) = Dy f(x0) " 0 Dy f(x0).

DEMOSTRACION. Definamos la funcién ¢ : A C X7 x Xs — X1 x X5 por p(z) :=
(1, f(z)), es decir, ¢ := (p1, f) (ver (1.38) para la definicién de p;). Entonces,
del Teorema 1.4.6, concluimos que ¢ es continuamente diferenciable y Do(xo) =
(p1, Df(z0)) (pues la proyeccién p; es una funcién lineal continua). Por otra parte,
del Teorema 1.6.1 sabemos que D f(xq)(v) = D1 f(xo)(v1) + D2 f(20)(v2) para todo
v € X7 X Xa, lo que muestra que Dp(xg) es biyectiva y

Dip(x0) " (ur,uz) = (ur, [=Daf (0) ™" o Dy f(w0)](u1) + Daf (x0) " (uz)).

Concluimos entonces, del Teorema 1.7.1 que existe un abierto V' C X; x X5 que
contiene a x( tal que la restriccién ¢ : V' — (V) de la funcién ¢, es biyectiva y

@1 p(V) — V es continuamente diferenciable. Ademés se tiene que

D¢~ (b) = Dep(x0) ™
donde b := p(zg). Es facﬂ entonces Verlﬁcar que la funcién ¢ : B(z1,e) — Xo
definida por ¢(uy) := (ul, 0), donde $5 ! es la funcién componente de ¢~—* en

Xy (es decir 1 (<p1 P2 1)) v donde € > 0 es tal que B(zy,e) x {0} C (V),
verifica (1.49) y (1.50). O
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1.8. Derivadas parciales de orden superior

DEFINICION 1.8.1. Una funcién f definida en un abierto A de R™ con valores

en un e.v.n. Y, se dird de clase C? si ella y sus derivadas parciales aa—f, o aa—f son
X1 Tn
de clase C!. La derivada parcial de la funcién % con respecto a la variable z; la

2
denotaremos 63 afl o bien 812-1- f. Estas funciones se llaman derivadas parciales de
jOTi ’

segundo orden de la funcién f. Por recurrencia sobre k, diremos que f es de clase
CF si ella es de clase C*~! y sus derivadas parciales de orden k — 1, que denotaremos
por

6k—1f

(1.51) Bz, ..0,

para todo iy,...,ix—1 € {1,...,n},

k
son de clase C!. Las derivadas parciales de orden k de f las denotaremos Mz‘?—f
'k Tk—1"

6171
. k
o bien 82-%7%71,__.7“](.

Nota 1.8.1. Es una consecuencia casi inmediata de la definicién anterior que
si fy g son dos funciones de clase C*, definidas en un abierto A de R™ con valores
en un e.v.n. Y, entonces :

(i) las funciones f + g y Af también son de clase C* y se tiene

(152)  9F i, (f +9)(wo) =F i, flwo) + 05 i 9(z0) paratodo zg € A

Thyeeeyl

(1.53) 8fk,_'.7il()\f)(x0) = Aafkw__,ilf(xo) para todo xg € A.

(ii) Cuando Y =R la funcién f - g también es de clase C¥.
Cuando Y = R™ se tendra que f es de clase C* si y solo si cada una de
sus m funciones componentes es de clase C*, y en ese caso

(1'54) azkk,...,ilf(xo) = (azkk7...,i1fl(x0)7 B3 6£€k,...,i1fm($0))

TEOREMA 1.8.1. Sea f una funcion de clase C?, definida en un abierto A de
R? con valores en un e.v.n. Y. Entonces se tendrd para todo zo € A, la férmula

R A
(956181‘2 To) = 8.132(9581 o)-

DEMOSTRACION. Sean zg € A y € > 0. Por continuidad de las derivadas par-
ciales de orden dos, existird n > 0 tal que
(1.56)

[2lloo < n = 1105, f(o+ ) — 05, f(zo)| <e y (107 (w0 +x) — 85 o f (w0)|| <e.
Si e; y es son los vectores de la base canénica en R? y & = z1e1 + z2e2, denotemos

A?f(x) := f(xo + z1e1 + ae2) — f(20 4+ z101) — f(T0 + T2€0) + f(T0)

y demostremos que

(1.55)

(1.57) Izlloe <0 = |A%f(x) — 212203 1 f(z0)|| < elza]]az].
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Si definimos ¢ (t) := f(xo + ter + x2e2) — f(xo + ter) — tx205 | f(w0), aplicando el
teorema del valor medio (t.v.m.) a esta funcién, vemos que existe ¢ € [0, z1] tal que

AP f(x) — 212003 1 f(zo) = (1) — 9(0) = ¢ ()2
= [01f(zo + ter + maea) — D1 f(wo + ter) — 031 f (wo) a2

y si definimos (1) := 91 f(zo + te1 + Tez) — 703, f(x0) aplicando el t.v.m. a esta
funcién, vemos que existe 7 € [0, z2] tal que

A f(z) — 212203 1 f(w0) = [0(x2) — 0(0)]w1 = 0 (T)z211
= [53,1f(950 +ter + Teg) — 32271f(x0)]x2m1.

De esta ultima igualdad, usando la primera desigualdad en (1.56), obtenemos fcil-
mente la implicacién (1.57).
Del mismo modo se puede obtener la implicaciéon

(1.58) Izl < 0= [|A%f(x) = 21220% 5 f (20) | < elas|lzal.
De (1.57) y (1.58), sumando se obtiene que

||6§,1f($0) - 812,2f(x0)H <2

y como ¢ es cualquiera, concluimos que 03 ; f(20) = 075 f (x0). O

TEOREMA 1.8.2. Sea f una funcion de clase C*, definida en un abierto A de
R"™ con valores en un e.v.n. Y. Entonces para toda k-tupla (iy,...,ix) € {1,...,n}*
y toda biyeccion o en {1,...,k} se tendrd para todo xg € A la férmula
oFf oFf

Gaiil...(’)xik (IO) - 8.1'1'0(1)...8.’171'0(“ (IO)

DEMOSTRACION. Si k = 2 es una consecuencia inmediata del teorema anterior.
Si k > 3, se deduce del teorema anterior por induccién sobre k. [

1.9. Desarrollos limitados

DEFINICION 1.9.1. Se llama polinomio de grado N € N, (conjunto de los nat-
urales incluyendo el 0) en R™ con coeficientes en R a toda funcién P : R — R de
la forma

(159) P(”l?“*a”ﬂ) = Z &%) (Uil véz"' v’f?,"
li|l<N

n
donde ¢ := (i1, ...,1,) € N7 es una n-tupla de componentes naturales, [i| = > i; y
i=1

a; € R.

DEFINICION 1.9.2. Sea A un conjunto abierto en R™ y f una funcién de A en
R. Se llama desarrollo limitado de orden N de la funcién f en un punto zg € A a
todo polinomio P : R" — R de grado N tal que para todo v € R™ con xg +v € A
se tiene

(1.60) f(zo +v) — P(v) = o™ (v)
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donde o es una funcién de R™ en R que verifica o™ (0) =0 y

N
i T
=0 vl

(1.61) =0.

NoTA 1.9.1. De la definicién anterior es evidente que en (1.61) se puede usar
cualquier norma en R™ y por lo tanto el desarrollo limitado de una funcién f no
depende de la norma. Ademads es ficil ver que P es un desarrollo limitado de orden
N de f en xg, entonces P(0) = f(xo) deduciendo asi que f es continua en zg.

Nota 1.9.2. De la Definicién 1.3.1 se desprende de inmediato que f tiene un
desarrollo limitado de orden 1 en un punto zg € A si y solo si es diferenciable en
To. En este caso se tendra

(1.62) P(v) = f(xo) + Df(x0)(v)

que de acuerdo a la férmula (1.20), podemos escribir

(1.63) P(v) = f(zo) + (Vf(zo),v)

que efectivamente es un polinomio de grado 1 en R”.

NotaA 1.9.3. De la Nota 1.3.2 vemos que el desarrollo limitado de orden 1 en
xo de una funcién f, dado por (1.63), define la aproximacién de primer orden de f
en xg, mediante la férmula h(z) = P(z — xg). Del Teorema 1.3.1 concluimos que
el desarrollo limitado de orden 1 de una funcién en un punto (que estd dado por
(1.62)) es siempre 1nico.

Nota 1.9.4. Dada una funcién f definida en un abierto A de R™ con valores
en R, su desarrollo limitado de orden N en zy € A define la llamada aproximacién
de orden N de f en xg que estd dada por la funcién h(z) := Py(x — zo).

Dos funciones f y h definida en un abierto A de R™ con valores en R, se dicen
tangentes de orden N en un punto zg € A, si f(zg +v) — h(zg +v) = oV (v) donde
oV es una funcién de R™ en R que verifica oV (0) = 0 y la relacién (1.61).

De lo anterior vemos que la aproximacién de orden N de la funcién f en zg € A,
corresponde al polinomio de grado IV que es tangente de orden N a la funcién f en

Zo-

TEOREMA 1.9.1. Sea f una funcidn definida en un abierto A de R™ con valores
en R. Si el polinomio
Py (v) := Z o Vit w2 e
li|<N
es un desarrollo limitado de orden N de la funcion f en xg € A, entonces para todo
K < N, el polinomio
P (v) = Z o vl w2 e
il <K
es un desarrollo limitado de orden K de la funcion f en xg.
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DEMOSTRACION. Puesto que

P ) ) P ; )
f(zotv)— a; v;l... v, a; v{l... v,
il <K _ K+41<ISN
. o[l % flvll*
lim I -0
v—0 lol| V=5
y también (usando la norma infinito)
> vt vl
lim K+1<[i|<N -0
v—0 lvll*

deducimos que

flzo+v)— 3 oy vl vin
I il <K 0
v [o]% -

lo que equivale a decir que Pk es un desarrollo limitado de orden K de la funcién
fen xg. |

TEOREMA 1.9.2. Si una funcion f definida en un abierto A de R™ con valores
en R, admite un desarrollo limitado Py de orden N en xy € A, entonces éste es
Unico.

DEMOSTRACION. Hagamos la demostracién por induccién. En la Nota 1.9.3
vimos que la unicidad se tiene cuando N = 1. Supongamos ahora que f admite
un desarrollo limitado Py de orden N y que su desarrollo limitado Py_1 de orden
N — 1 es tnico. Demostremos entonces la unicidad de Phy.

Si denotamos Py y Py dos desarrollos limitados de orden N de f en g, del Teorema
1.9.1 y del hecho que el desarrollo limitado de orden N —1 es tinico, podemos escribir

Py(v) = Py_1(v)+ Z o Vit i
li|=N

Py(v) = Pyoa(v)+ > of vite. ol
li|=N

y aplicando a Py y P} la igualdad (1.60) y luego restando, se obtiene
(*) $(v) = Y (i —ap) vi e v = 0" (v).
lil=N
De este modo para todo v € R™ y todo A € R se tiene ¢p(\v) = AV ¢(v), es decir
o(v) = w De la igualdad (*) se obtiene entonces

A A
tim 2O _ ¥ g 2OV
A—0 AN A—0 || Av]|V
Esto implica que ¢(v) = 0 para todo v € R™ y por lo tanto todos los coeficientes
del polinomio ¢ deben ser nulos, esto es a; — ) = 0 para todo 7 € N? con |i| = N.
Todo esto nos permite concluir que Py = Py . 0

TEOREMA 1.9.3. Sea f una funcion de clase C? definida en un abierto A de
R™ con wvalores en R. Entonces para todo xg € A, f tiene un desarrollo limitado P,
de orden dos en xq. Se tiene ademds que

(1.64) Po(v) = F(wo) + (Vf(w0),0) + 3 v, H(zo}v)
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donde H(xg) es la matriz de n x n, llamada matriz Hessiana de f en xg, cuyos
coeficientes son las derivadas parciales de orden dos de f en xq, esto es

*f 32 f 8% f
dz? (1'0) F21 073 (CU()) m(xo)
o*f (LL' ) 9 ( 22 f
Fza0a- L0 Sd(xg) .. meA—(mg)
(1.65) H(xo) = 3””23“3% 913 azann'
92 ' 92 ' 92 ’
ngl(%) Wafm(zo)--- 522 f(:co)

DEMOSTRACION. Sea r > 0 tal que B(xg;r) C A. Sea v € R™ tal que [jv|| < r.
Definamos entonces la funcién ¢ : [0,1] — R por ¢(¢) := f(xo + tv). Esta funcién
es de clase C! y de acuerdo al teorema fundamental del calculo se tiene

*) (1) = 9(0) + / o (1)t

0

donde ¢'(t) = Z g j (o + tv)v;. Como las funciones g L son de clase C*, ellas son

1=1

diferenciables y por lo tanto, para cada i € {1,...,n} se tiene

aaf om0+ 3 o (5L ) Gl + i)

(xg +tv) =

y reemplazando en (*) obtenemos

xo Jv;t + o0;(tv) | vidt

1’ﬂ n
flzo+v) = flzo) + /Z e Z
/& <

1

n n

1
= f(xo) +Z 8f SL'() v; + ZZ 61‘ 823 -T() ’U]Uz +/Zoz(tv)vldt
— jO%;
0

i=1

1 n
f(zo) +(Vf(20),v) + ;<U H(xo)v +/Zoz (tv)v;dt.

o =1

De acuerdo a la Definicién 1.9.2. Para terminar la demostracién debemos probar
que la funcién

1 n
= /Zol (tv)v;dt
0 i=1
verifica lim % =0.

V=0 Tl

v#0
Por definicién de o;(+), para todo € > 0 existe n > 0 tal que

loll <m=lo;(v)] <e|lv|| paratodo i€{l,.., n}

entonces, con 7 := min{n, r} obtenemos, usando como ha sido habitual la norma
oo en R”,

1 n

- 1

vl <7 =lo(v)| < /Zl il € [lv]| t dt <e nllvl\2§
0 =
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lo que demuestra que %111(1) % < €5 y, como ¢ es cualquiera, concluimos que el
v#£0
limite es 0. (]
NoTA 1.9.5. Del teorema anterior vemos que si f es una funcién de clase C?
definida en un abierto A de R™ con valores en R, su aproximacién de orden 2 o
aproximacién cuadrética en zg € A, definida en la Nota 1.9.4, estd dada por la
férmula

(166)  h(e) = f(zo) + (Vo). x —20) + 5 {(x — o), Hlzo) (& — ).

Nota 1.9.6. Es facil verificar que la aproximacién cuadratica de una funcion
cuadratica definida en R™ con valores R es, en todo punto de R", ella misma.

TEOREMA 1.9.4. Sea f una funcion de clase C? definida en un abierto A de
R™ con valores en R. Entonces la funcién V f definida en A con valores en R™ es
de clase C' y

(1.67) D[V f](z)(v) = H(z)v.

DEMOSTRACION. Si f es de clase C? se tendra que las funciones 0, f, ..., O f
son de clase C', lo que es equivalente de acuerdo a los teoremas 1.4.1 y 1.4.3, a decir
que ellas son continuamente diferenciables. Aplicando entonces el Teorema 1.4.6 a
la funcién Vf := (01 f, ...,0nf) concluimos que ella es continuamente diferenciable
y de la férmula (1.17) vemos que

D[V fl(z) = (D[o1f](x), .., D[On f](x)).

Aplicando ahora el Teorema 1.3.5 a las funciones 0; f, obtenemos para cada i =
1,...,n

D fl(z)(v) = Y 0if (@),
j=1
= (617if(x),...,6nyif(x))v

que no es otra que la férmula (1.67) escrita componente a componente. O

NoTA 1.9.7. Terminaremos esta seccién enunciando el teorema que generaliza
la férmula (1.64) al caso en que la funcién f es de clase CV.

TEOREMA 1.9.5. Sea f una funcion de clase CV definida en un abierto A de
R™ con wvalores en R. Entonces para todo xo € A, f tiene un desarrollo limitado de
orden N en xg, dado por el polinomio

(1.68) Py(v) = Z o vl vl
[i|<N
donde
1 Pl
(169) Q; = f (1’0), ap = f(xo)

irlin! Oz .0z

con la convencion 0! = 1.
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NoTA 1.9.8. Del Teorema anterior vemos que si f es una funcién de clase CN
definida en un abierto A de R™ con valores en R, su aproximacién de orden N en
xg € A, definida en la Nota 1.9.4, estd dada por la férmula

(1.70) h(z)= Y ai(zr — a1)" (w2 — a2)™...(zn — an)™
li| <N

donde los coeficientes «; estan definidos por (1.69).
El polinomio (1.70) con los coeficientes definidos por (1.69) se llama también de-
sarrollo de Taylor de orden N de la funcién f en zy.
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