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1. Sean (M1, d1), (M2, d2), . . . , (Mn, dn) n espacios métricos. Probar que para p ≥ 1 se tiene que
(M, δp) es un espacio métrico, donde M = M1×M2×· · ·×Mn y para x = (x1, x2, . . . , xn) ∈M
e y = (y1, y2, . . . , yn) ∈M , la función δp : M ×M −→ R está definida por:

δp(x, y) =

 n∑
j=1

dj(xj , yj)
p

 1
p

.

2. Sea M un conjunto distinto de vaćıo y d : M ×M −→ R la función definida por

d(x, y) =

{
0 si x = y
1 si x 6= y.

Pruebe que (M,d) es un espacio métrico.

3. Sea (M,d) un espacio métrico y A ⊂M . Pruebe que A (la adherencia de A) es un conjunto
cerrado.

4. Dado un espacio métrico (M,d) y {Aα}α∈Λ una colección de conjuntos contenidos en M ,
pruebe que ⋃

α∈Λ

Aα ⊂

(⋃
α∈Λ

Aα

)
.

Adicionalmente, demuestre que si la colección de conjuntos es finita, entonces se tiene la
igualdad.

5. Considere un espacio métrico (M,d). Para un conjunto A ⊂ M se define su frontera, que la
notaremos ∂A, mediante la igualdad

∂A := A ∩Ac.

Demuestre las siguientes proposiciones:

a) int(A) ∩ ∂A = ∅
b) int(A) ∪ ∂A = A

c) ∂A = ∅ ⇔ A = int(A) = A.

6. Sea (M,d) un espacio métrico completo y {Ck}k∈N una sucesión de conjuntos cerrados con-
tenidos en M tales que

M =
⋃
k∈N

Ck.

Demuestre que existe k ∈ N tal que int(Ck) 6= ∅.



7. En un espacio métrico (M,d) considere un conjunto no vaćıo C ⊂M y la función dC : M −→
R definida por

dC(x) := ı́nf
y∈C

d(x, y),

denominada función distancia al conjunto C.

a) Justifique que la función dC está bien definida.

b) Pruebe que la función dC es Lipschitz.

c) Demuestre que dC(x) = 0 śı y sólo śı x ∈ C.

8. Dado (M,d) un espacio métrico, considere dos conjuntos C1, C2 ⊂M cerrados, no vaćıos y
disjuntos.

a) Pruebe que los conjuntos

θ1 := {x ∈M : dC1(x) < dC2(x)} y θ2 := {x ∈M : dC2(x) < dC1(x)}

son abiertos, donde las funciones dCj (j = 1, 2) son las funciones distancia a los conjuntos
Cj introducida en el problema anterior.

b) Demuestre que existen dos abiertos θ1 y θ2 tales que Cj ⊂ θj (j = 1, 2) y además
θ1 ∩ θ2 = ∅.

9. Sea (M,d) un espacio métrico y A ⊂M un conjunto no vaćıo. Para r > 0 se define

B(A, r) := {x ∈M : dA(x) < r}.

Demuestre que

B(A, r) =
⋃
x∈A

B(x, r)

y

A =
⋂
r>0

B(A, r).

10. Sea (V, d) un espacio métrico, donde V es un espacio vectorial sobre R. Considere A,B ⊂ V .

a) Demuestre que si A es abierto, entonces A+B es abierto.

b) Demuestre que si A es denso, entonces A+B es denso.

c) Si A y B son cerrados, diga si A+B es cerrado, justifique su respuesta.

11. Sea (M ,d) un espacio métrico. Demuestre que d : M ×M −→ R es una función continua
para alguna de las métricas usuales definidas sobre M ×M .

12. Sean (X, dX) e (Y, dY ) dos espacios métricos y f : X −→ Y una función uniformemente
continua sobre los conjuntos acotados de X. Pruebe que si la sucesión {xk}k∈N ⊂ X es de
Cauchy, entonces {f(xk)}k∈N ⊂ Y también es una sucesión de Cauchy.

13. Considere dos espacios métricos (X, dX) e (Y, dY ) y A ⊂ X un conjunto denso. Demuestre
que si f : A −→ Y es una función uniformemente continua sobre los subconjuntos acotados
de A y el espacio métrico (Y, dY ) es completo, entonces existe una única función continua
f∗ : X −→ Y tal que f∗(x) = f(x) para todo x ∈ A.


