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1. En R? para z = (x1,72) e y = (y1,92) considere la siguiente funcién

|z2| + |y2| + |21 — 31| si x1 #£ 1
d(z,y) = .
w2 — y2 si x1 = y1.

Pruebe que (R2,d) es espacio métrico y grafique la esfera S((0,0),1) de acuerdo a la métrica
d.

2. Sea (M,d) un espacio métrico. Demuestre que para todo x € M se tiene que {z} es un
conjunto cerrado, y concluya que todo conjunto con una cantidad finita de elementos, es
también cerrado.

3. Pruebe que en un espacio métrico (M, d), para todo par de elementos distintos x # y, existen
dos abiertos 8, 6, disjuntos, tales que z € 8, e y € 8,,.

4. Pruebe que en un conjunto con una cantidad finita de elementos, todas las métricas que se
pueden definir sobre €l son equivalentes.

5. Considere un espacio métrico (M, d). Para un subconjunto A C M se define su frontera por

0A := AN Ac.
Demuestre que

a) A es abierto si y solamente si ANJA = 0.
b) A es cerrado si y solamente si 0A C A.
6. En un espacio métrico (M,d), para ¢ > 0 considere la funcién d* : M x M — R definida
por
d*(z,y) = min{d(z,y), c}.
Demuestre que d* es una métrica y que define los mismos abiertos que d sobre M.

7. Pruebe que la unién finita de conjuntos compactos de un espacio métrico, es un conjunto
compacto.

8. Si C es un conjunto compacto distinto de vacio en un espacio métrico, demuestre que existen
x,y € C tales que diam(C) = d(z, y).

9. Si (M,d) es un espacio métrico compacto, muestre que existe un conjunto denso D C M,
que tiene una cantidad numerable de elementos.



10.

11.

12.

13.

Dados dos espacios métricos (X,dx) e (Y,dy) y f: X — Y una funcién continua, muestre
que para todo conjunto A C X se tiene

J(A) € f(A).
En un espacio métrico (M, d), considere la funcién d® : M x M — R definida por

d(z,y)

dA(%Z/) = m

Pruebe que (M,d”) es un espacio métrico.

Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos y f : X — Y una funcién biyectiva. Si existe
c > 1 tal que

1
de(%y)de(f(x)j(y))gcdx(x,y) Vo, y€X7
pruebe que si (X,dx) es completo, entonces (Y, dy) es completo.

Considere dos espacios métricos (X,dx) e (Y,dy) y A C X un conjunto denso. Demuestre
que si f: A — Y es una funcién uniformemente continua sobre los subconjuntos acotados
de A y el espacio métrico (Y,dy) es completo, entonces existe una tnica funcién continua
f*: X — Y tal que f*(z) = f(x) para todo z € A.



