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3.

. Sea (X,|| - ||) un espacio vectorial normado. Pruebe que || - || : X — R es una funcién

continua.

Sea X = C([0,1],R) el espacio de las funciones continuas diferenciables con derivada conti-
nua (clase C'), definidas sobre el intervalo [0, 1] a valores en R. Muestre que || - || : X — R
definida por

A= 1O+ 1Nl VfEX

es una norma.
Sean (X, ||-||x) e (Y, ] - ||y) dos espacios vectoriales normados. Se dice que una funcién lineal

£: X — Y es compacta si para todo conjunto acotado C' C X se tiene que £(C) C Y es
compacto.

a) Muestre que una funcién lineal es compacta si y sélo si, £(B[0,1]) C Y es un conjunto
compacto.

b) Demuestre que toda funcién lineal compacta es continua.

¢) Pruebe que si £ € L(X,Y) es tal que £(X) C Y es un subespacio de dimensién finita,
entonces £ es una funcién lineal compacta.

d) Si (Y,] - |ly) es de Banach, demuestre que
CX,Y)={{: X — Y | £ es compacta } C L(X,Y)

es un conjunto cerrado de £(X,Y).

. Sea (H,{(-,-)) un espacio de Hilbert. Dado z¢g € H y r > 0, considere el siguiente conjunto

C = Blzo,r] C H (la bola cerrada centrada en xo y de radio r). Para x ¢ C, encuentre la
expresién de Pe(z) (la proyeccién de z sobre C).

Sea X = R™ dotado de la norma Euclidiana. Calcule la funcién Pe(z), proyeccién de z € R™
sobre el conjunto C' = R"}.

Sea (X, ]| -||) un espacio vectorial normado. Pruebe que X es Banach, si y solamente si, para
n
toda sucesion {zx}ren C X tal que Y ||zg|| < 400, se tiene que la sucesién y, := Y xi
k€EN k=0
converge en X cuando n — +o0.

Sea (X, | - ||) un espacio vectorial normado y {zx}ren C X una sucesién tal que para todo
¢e X* = L(X,R) se tiene Y. |¢(z1)| < +00. Demuestre que
kEN

sup Z [4(xr)| < +o0.
el x <1 3oy



Indicacidon: Para n € N considere el operador ¢, : X* — ¢; definido por
Oon () = (U(x0),L(21), ..., L(xp-1),4(x,),0,0,...),

donde ¢; es el espacio vectorial normado

by = {{Zk}keN cR

Z |2k | < —i—oo}
keN

dotado de la norma

{2k eenlle, = l2l-

keN

Adicionalmente, considere el operador ¢ : X* — ¢; definido por
¢(€) = {L(zk) Ihen = lm_ ¢n(0),

y pruebe que ¢ estd bien definido, es lineal y continuo.



