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1. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio vectorial normado. Pruebe que ‖ · ‖ : X −→ R es una función
continua.

2. Sea X = C1([0, 1],R) el espacio de las funciones continuas diferenciables con derivada conti-
nua (clase C1), definidas sobre el intervalo [0, 1] a valores en R. Muestre que ‖ · ‖ : X −→ R
definida por

‖f‖ := |f(0)|+ ‖f ′‖∞ ∀ f ∈ X

es una norma.

3. Sean (X, ‖ · ‖X) e (Y, ‖ · ‖Y ) dos espacios vectoriales normados. Se dice que una función lineal
` : X −→ Y es compacta si para todo conjunto acotado C ⊂ X se tiene que `(C) ⊂ Y es
compacto.

a) Muestre que una función lineal es compacta si y sólo si, `(B[0, 1]) ⊂ Y es un conjunto
compacto.

b) Demuestre que toda función lineal compacta es continua.

c) Pruebe que si ` ∈ L(X,Y ) es tal que `(X) ⊂ Y es un subespacio de dimensión finita,
entonces ` es una función lineal compacta.

d) Si (Y, ‖ · ‖Y ) es de Banach, demuestre que

C(X,Y ) = {` : X −→ Y | ` es compacta } ⊂ L(X,Y )

es un conjunto cerrado de L(X,Y ).

4. Sea (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert. Dado x0 ∈ H y r > 0, considere el siguiente conjunto
C = B[x0, r] ⊂ H (la bola cerrada centrada en x0 y de radio r). Para x /∈ C, encuentre la
expresión de PC(x) (la proyección de x sobre C).

5. Sea X = Rn dotado de la norma Euclidiana. Calcule la función PC(x), proyección de x ∈ Rn

sobre el conjunto C = Rn
+.

6. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio vectorial normado. Pruebe que X es Banach, si y solamente si, para

toda sucesión {xk}k∈N ⊂ X tal que
∑
k∈N
‖xk‖ < +∞, se tiene que la sucesión yn :=

n∑
k=0

xk

converge en X cuando n→ +∞.

7. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio vectorial normado y {xk}k∈N ⊂ X una sucesión tal que para todo
` ∈ X∗ = L(X,R) se tiene

∑
k∈N
|`(xk)| < +∞. Demuestre que

sup
‖`‖X∗≤1

∑
k∈N
|`(xk)| < +∞.



Indicación: Para n ∈ N considere el operador φn : X∗ −→ `1 definido por

φn(`) = (`(x0), `(x1), . . . , `(xn−1), `(xn), 0, 0, . . .),

donde `1 es el espacio vectorial normado

`1 :=

{
{zk}k∈N ⊂ R

∣∣∣∣∣ ∑
k∈N
|zk| < +∞

}

dotado de la norma
‖{zk}k∈N‖`1 =

∑
k∈N
|zk|.

Adicionalmente, considere el operador φ : X∗ −→ `1 definido por

φ(`) = {`(xk)}k∈N = ĺım
n→∞

φn(`),

y pruebe que φ está bien definido, es lineal y continuo.


