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1. Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert y ¢ € L(X) = L(X, X) un operador lineal continuo tal
que
(l(x),y) = (x, l(y)) Vo, yeX
Considere las funciones ¢ : X — Ry f: X \ {0} — R definidas por
lx),x x
o) = (ta).a) y fla) = LRI _ A

(x, ) (z,x)"

a) Muestre que ¢ : X — R es diferenciable y calcule su diferencial.
b) Pruebe que f: X \ {0} — R es diferenciable y calcule su diferencial.

¢) Demuestre que un elemento no nulo € X satisface D f(Z) = 0 si y solamente si, existe
A € R tal que ¢(Z) = AZ, es decir, Z es un vector propio del operador /.

2. Sea X = (C([0,1]) el espacio de las funciones reales continuas definidas sobre el intervalo [0, 1],
dotado de la norma del supremo. Considere la aplicacién ¢ : X — X definida por

() =sin(f())  Viel01]
Demuestre que ¢ : X — X es diferenciable en todo elemento f € X y calcule su diferencial.

3. Sea (X, || -||) un espacio de Banach y Ix : X — X la funcién identidad en X. En el espacio
L(X) considere la bola abierta B = B(Ix,1/3) y la aplicacién f : B — £(X) definida por

FlO) =6 :=tolol V(e L(X).

a) Demuestre que f: B — L(X) es continuamente diferenciable y calcule su diferencial.

b) SiZ:L(X) — L(X) es la funcién identidad en £(X), pruebe que para ¢ € B se tiene
IDf(€) = 3Z|| < 6][¢ — Ix| +3]}¢ - Ix|*

y deduzca que la aplicaciéon D f(£) es biyectiva para todo operador ¢ € B.

¢) Pruebe que para todo ¢ € B existe € > 0 tal que f : B({,e) — f(B({,¢)) es una
funcién biyectiva.

4. Sean (X, - |lx) e (Y,| -|lv) dos espacios de Banach y f: X — Y una aplicacién de clase
C? tal que
flt) =t2f(z) VazeX,VteR.

Mostrar que para todo z € X se tiene D2 f(0)(z)(z) = 2f(x).



. Sea (X, 7) un espacio topolégico y f : X — R una funcién. Demuestre que si para todo
A € R los conjuntos

Sxi={zeX|flx)<A} v Un:={zeX]| f(z)>A}
son abiertos, entonces f es continua.

. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) dos espacios topolégicos. Se dice que una funcién f: X — Y es una
aplicacién abierta, si para todo § C X abierto se tiene que f(6) as un conjunto abierto de
Y. Si {X4}aca es una familia de espacios topoldgicos, demuestre que para todo a € A, la
proyeccion P, : I, ep Xo — X, es una aplicacion abierta.

. Sea (X, 7) un espacio topolégico separado (o de Hausdorff) y f : X — X una funcién
continua. Demuestre que el conjunto

C={weX|fz)=a)
es cerrado.

. Para (X, 7) un espacio topoldgico, pruebe que es separado (o de Hausdorff) si y solamente
si, el conjunto A C X x X definido por

A={(z,x) e X xX | z€ X}

es cerrado en X x X.



