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Pregunta 1

Considere una funcién f : R® — R de clase C2.

1. Muestre que para todo par de vectores x, y € R™ existe z €]z, y[:= {\a+(1-N)y : X €]0,1[}
tal que

Fly) = @)+ (T (@)oy = ) + 5y — 2, D F(:)y — ).

2. Sipara un determinado z* € R™ se tiene que Vf(z*) = 0y D? f(z) es una matriz semidefinida
positiva para todo z en una vecindad de x*, demuestre que z* es un minimo local de f.

3. Si para un determinado conjunto convexo C' C R™ existe una constante M > 0 tal que
ID?*f(x)yll < Myl VYzeC VyeR,

pruebe que el gradiente de f es un operador de tipo Lipschitz sobre el conjunto C.

Pregunta 2

1. Considere el siguiente problema de programacion lineal

min (¢, z) (PL)
Ax<b

donde ¢ € R, A es una matriz de m x n y b € R™. Si se satisface la siguiente inclusion
{deR" : Ad <0}\{0} C{deR" : (¢, d) >0},
demuestre que existe z* € R™ solucién del problema (PL).

2. Seag:R™ — R una funcién de clase C' cuyo gradiente es un operador Lipschitz de constante
L > 0. Muestre que para todo r > L la funcién

f(@) = g(@) + 5 |2

es estrictamente convexa.



3. Considere el siguiente problema de minimos cuadrados

1
n | F(z)|? PM
min S [|F(z)] (PMC)
donde F : R™ — R™ y || - || representa la norma Euclidiana en R™. Si el operador F' viene
dado por
F(z) = Az — b,

donde A es una matriz de m x n a rango completo y b € R™, demuestre que existe una tnica
solucién del problema (PMC) y obtenga una expresién de esta.

Pregunta 3:

Sea f : R™ — R una funcién de clase C? que satisface,
mllyll* < (y, D*f(x)y) < M|ly|> Yz, y eR",

donde m y M son dos constantes positivas.
Pruebe que la funcién f tiene un tnico minimo global z* el cual satisface

M
o —a"|? < f@) — f) < Flla—a'|2 VaeR",

1 1
s IVI@I* < f@) = f@*) < o= [IVF(@)*  VzeR?,

Indicacién: Utilice la primera parte de la Pregunta 1 y el hecho de que para o > 0 se tiene

1
win {(V7@),y—2) + Ty~ al?} =~ IV @)

Pregunta 4:

Sea f : R® — R una funcién de clase C'. Considere el problema de optimizacién cénica siguiente

min f(x) (POC)

z€RT}

1. Muestre que si * € R™ es una solucién del problema (POC) entonces satisface las siguientes

condiciones:

z* eRY, Vf(@")eRY, (Vf(z"),z")=0. (COPO)
2. Justifique que si la funcién f es convexa, las condiciones descritas en (COPQ) son suficientes.
3. Calcule el elemento minimo (jpor qué existe y es tnico?) del problema

min zf + 2x129 + 21‘% — 7.
21>0
25>0

Tiempo: 3 horas.



