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Pregunta 1

Considere el siguiente problema de minimizacién cuadratica

, 1
;Ielﬁg}z f(x) = §<JE, Ax) — (b, x), (PC)

donde A es una matriz simétrica de n X n definida positiva y b € R™. Dado un xy € R” se genera
la sucesion
Tpy1 = Tk + tgdy

donde dj. es la direccion de maximo descenso en xj y tr es obtenido a través de busqueda lineal
exacta.

1. Obtenga una expresién para los iterados xy1 sélo en funcién de zy,.

2. Pruebe que

Sle— o'l = f@) - @) VzeR

donde z* es la solucién de (PC) y || - ||a es la norma definida por la matriz A.

3. Muestre las siguientes igualdades:

e —2* (1% = lzesr — 2% = 266(V f (2r), A(zi — 2¥)) — 63 (V f (zx), AV f (1))
o= = e — a3 = Rk VIl
(Vf(zk), AV f(xr))
ok — 2% = (Vf(zr), A7V ().
e ol = {1- e L
(Vf(xr), AV f(xi))(Vf(zr), A=V f(2k))

4. Demuestre que si el iterado inicial zg es tal que xg — z* es paralelo a un vector propio de la
matriz A, entonces el método converge en una iteracion.



Pregunta 2

1. Considere el problema
min f(x) (P)

zER™

donde f : R® — R es una funcién de clase C' con gradiente Lipschitz. Suponga que el

conjunto solucién de (P), que escribiremos S(P), es no vacio y notemos f* al valor éptimo
de (P).

a) Muestre que existe una constante ¢; > 0 tal que
f@) < "+ ed?(z,S(P)),

donde d (-, S(P)) es la funcién distancia al conjunto S(P).

b) Siademads la funcién f es convexa y existe una vecindad V' del conjunto S(P) tal que

fr+ édQ(x,S(P)) <flx) VzeV,

para una cierta constante [ > 0, pruebe que
(f(x) = f) <2Vi@IP  VYzeV.

¢) Demuestre que, bajo las hipétesis del punto anterior, dada una sucesién {zy }ren con-
vergente a una solucién de (P), las velocidades de convergencia de f(xzx) a f*, de xy, a
S(P)y de Vf(x) a0, son la misma. Para ello pruebe que existen constantes positivas
p1, P2, P3 ¥ P4 tales que, para todo x en una vecindad de S(P), se tiene

IVf(@)|? < pille —2*1* < pa(f@) = £) < ps|VF (@) < palla — 2%,
donde z* € S(P) es la proyeccién (;por qué existe y es tinica?) de x sobre S(P).

2. Una funcién f : R" — R se dice fuertemente convexa si existe > 0 tal que f — %[ - [|* es
convexa.

Sea f : R® — R una funcién fuertemente convexa de clase C' con gradiente Lipschitz y
{1} rev una sucesién generada por

Thy1 = T + trdy,

donde dj, es una direcciéon de descenso en xj y tx es obtenido a través de la busqueda lineal
de Wolfe. Demuestre que existen dos constantes positivas ¢; y g2 tales que

@IV f(xr)] cosOp < ||zpr1 — 2kl < @2||V f(@r)]] cos by,

donde 6, es el dngulo entre la direccién de descenso di y —V f(xg).



Pregunta 3

Considere el problema

min f(z) (P)

donde f:R™ — R es una funcién convexa, acotada inferiormente y de clase C*.
Para cada A\ > 0 se definen las funciones

fa(@) = min 1) + 5y — 2]

y PJZ\ : R" — R™ dada por P)Z\ (x) = x) donde

Fat@) = Fan) + sl =l

1. Justifique que las funciones fy y Pf>‘ estan bien definidas.
2. Muestre que fy < f para todo A > 0y fy es decreciente con respecto a A.

3. Pruebe que para todo A > 0 se tiene

(PP(z) = PP(y),z —y) 2 |PP) = PRWI*  Va,yeR"

4. Dada una sucesién de nimeros reales positivos {\; tren v un elemento inicial o € R™, se
define la sucesién
A
Th+1 = Pfk(:nk).

Demuestre que

a)  f(xp) es decreciente;

b) Siz* es una solucién del problema (P), entonces la sucesion ||z — 2*|| es decreciente;
c¢) Sila sucesién A, es acotada inferiormente entonces V f(zy) converge a cero.

d) Si el conjunto solucién del problema (P) es no vacio y la sucesién A, es acotada supe-

riormente, entonces la sucesién xj tiene al menos una subsucesién convergente y todo
punto de acumulacion pertenece al conjunto solucion.
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