
Departamento de Matemática
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Pregunta 1

1. Resuelva los siguientes problemas en R
2

mı́n (x − 1)2 + (y − 2)2

(x − 1)2 = y
(P1)

mı́n−xy

x2 + y2 ≤ 1
(P2)

2. Dado un vector y ∈ R
n y una matriz simétrica A de n × n definida positiva, muestre que el

valor del problema de optimización

máx 〈x, y〉

〈x, Ax〉 ≤ 1
(PA)

es
√

〈y, A−1y〉. Utilizando lo anterior, demuestre que

〈x, y〉 ≤
√

〈x, Ax〉
√

〈y, A−1y〉 ∀ x, y ∈ R
n

para toda matriz A simétrica definida positiva.

Pregunta 2

Considere los siguientes problemas lineales

(P )























mı́n 〈c, x〉

Ax = b

x ≥ 0

x ∈ R
n

(D)











mı́n 〈b, λ〉

A⊤λ + c ≥ 0

λ ∈ R
m

donde c ∈ R
n, b ∈ R

m y A es una matriz de m × n.

1. Demuestre que

∃ µ∗ ∈ R
n tal que

(x∗, λ∗, µ∗) ∈ R
n+m+n

satisface KKT para (P )











⇔

{

(λ∗, x∗) ∈ R
m+n

satisface KKT para (D)

1



2. Deduzca que el problema (P ) tiene solución śı y solamente śı el problema (D) tiene solución.

3. Si x∗ ∈ R
n es una solución (¿global o local?) de (P ) y λ∗ ∈ R

m solución de (D), muestre que

〈c, x∗〉 + 〈b, λ∗〉 = 0.

Pregunta 3

Considere el problema
mı́n f(x)

gj(x) ≤ 0 j = 1, . . . , p

x ∈ C

(P )

donde f, gj : R
n −→ R y C es un subconjunto de R

n.
Sea x∗ ∈ R

n un vector factible para (P ) y µ∗ ∈ R
p
+ un vector que satisface

µ∗
j = 0 ∀ j /∈ I(x∗)

donde I(x∗) ⊆ {1, . . . , p} es el conjunto de ı́ndices de las restricciones activas en x∗. Definiendo el
Lagrangeano asociado

L(x, µ) = f(x) + 〈g(x), µ〉,

pruebe que si x∗ es un mı́nimo de L(·, µ∗) sobre C, i.e.

L(x∗, µ∗) = mı́n
x∈C

L(x, µ∗),

entonces x∗ es un mı́nimo global del problema (P ).

Pregunta 4

Dadas las funciones hi, gj : R
n −→ R (i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , p) de clase C1, se define el siguiente

conjunto de R
n

C := {x ∈ R
n : hi(x) = 0 i = 1, . . . , m, gj(x) ≤ 0 j = 1, . . . , p}.

Para cada x ∈ C considere el conjunto

V (x) := {d ∈ R
n : 〈∇hi(x), d〉 = 0 i = 1, . . . , m, 〈∇gj(x), d〉 ≤ 0 j ∈ I(x)}

donde I(x) ⊆ {1, . . . , p} es el conjunto de ı́ndices de las restricciones activas en x.

1. Demuestre que TC(x) ⊆ V (x) para todo x ∈ C donde TC(x) es el cono tangente a C en x.

2. Muestre que si las funciones hi y gj son lineales afines, entonces TC(x) = V (x) para todo
x ∈ C.

Tiempo: 3 horas.
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