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Pregunta 1

Sea X un espacio de Hilbert con producto interno 〈·, ·〉 y f : X −→ R una función continuamente
diferenciable y acotada inferiormente. Considere el problema de optimización siguiente:

mı́n
x∈X

f(x) . (P)

Para realizar lo anterior, se propone construir una sucesión {xk}k∈IN ⊂ X de la forma

{

xk+1 = xk + tkdk

x0 ∈ X dado

donde dk ∈ X es una dirección de descenso en xk y tk > 0 es el paso dado en la dirección dk.

1. Si el paso tk > 0 es elegido de manera que se obtiene

f(xk+1) ≤ f(xk) − εk ∀ k ∈ IN (*)

donde εk > 0, muestre que εk → 0.

2. Si dk es la dirección de máximo descenso, εk = −mtk〈∇f(xk), dk〉 para algún m > 0 (cons-
tante) y el paso tk > 0 es mayor o igual a un valor δ > 0 para todo k ∈ IN y elegido de
manera tal que se satisface (*), muestre que

∇f(xk) → 0.

Pregunta 2

Considere el problema (P) de la pregunta anterior con X = R
n, 〈·, ·〉 el producto interno usual

y f : X −→ R una función convexa continuamente diferenciable. El objetivo es estudiar el com-
portamiento de la sucesión {xk}k∈IN ⊂ X dado por

{

xk+1 = xk − tk∇f(xk+1)

x0 ∈ X dado

donde tk > 0.
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1. Pruebe que para todo k ∈ IN se tiene

tk|∇f(xk+1)|
2 ≤ f(xk) − f(xk+1).

2. Si
∑

k∈IN

tk = +∞ demuestre que

ĺım inf
k→+∞

|∇f(xk)| = 0 ó f(xk) → −∞.

3. Sea x∗ una solución del problema (P). Muestre que la sucesión ak := |xk −x∗| es decreciente.
Para ello, muestre que se tiene

|xk+1 − x∗|2 = |xk − x∗|2 − |xk+1 − xk|
2 − 2tk〈∇f(xk+1) −∇f(x∗), xk+1 − x∗〉 .

4. Si el problema (P) tiene solución y existe ε > 0 tal que tk > ε para todo k ∈ IN , demuestre
que todo punto de acumulación de la sucesión {xk}k∈IN (justifique que al menos existe uno)
es solución del problema (P).

Tiempo: 3 horas.
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