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Pregunta 1

Sean X e Y dos espacios de Banach, f : X −→ R, h : X −→ Y y gi : X −→ R para i = 1, . . . , m

funciones diferenciables. Considere el problema siguiente:

(P )















mı́n f(x)

h(x) = 0

gi(x) ≤ 0 i = 1, . . . , m

y el Langrangeano asociado L : X × Y ∗ × R
m −→ R definido por

L(x, λ, µ) = f(x) + 〈h(x), λ〉 + 〈g(x), µ〉

donde g = (g1, . . . , gm) y 〈·, ·〉 denota los productos de dualidad en los espacios correspondientes.

1. Para λ̄ ∈ Y ∗ y µ̄ = (µ̄1, . . . , µ̄m) ≥ 0 se define el problema

(Dλ̄,µ̄)

{

mı́n L(x, λ̄, µ̄)

x ∈ X.

Muestre que si existe λ̄ ∈ Y ∗ y µ̄ = (µ̄1, . . . , µ̄m) ≥ 0 tal que x̄ ∈ X es mı́nimo local (resp.
global) de (Dλ̄,µ̄), entonces x̄ es también mı́nimo local (resp. global) del problema (P ).

2. Suponga que f y gi : X −→ R, para i = 1, . . . , m, son funciones convexas y la función h viene
dada por h(x) = Ax − b donde A ∈ L(X, Y ) y b ∈ Y .

Pruebe que si existe (x̄, λ̄, µ̄) ∈ X × Y ∗ × R
m que satisfacen las condiciones de KKT para el

problema (P ) (enúncielas) entonces x̄ es mı́nimo (¿global o local?) del problema (P ).

3. Si X = R
n y f es convexa, pruebe que

x̄ es solución de (P+)

{

mı́n f(x)

x ≥ 0.
⇔

{

∇f(x̄) ≥ 0

x̄ ≥ 0.
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Pregunta 2

Sea c ∈ R
n, A ∈ Mn×n(R) una matriz simétrica definida positiva y r > 0. Considere el problema

de optimización siguiente:

(R)































mı́n〈c, x〉

n
∑

i=1

xi = 1

〈Ax, x〉 ≤ r

x ≥ 0

1. Justifique que la condición de Slater (enúnciela) es suficiente para poder asegurar la existencia
de los multiplicadores de KKT en un mı́nimo del problema (R).

2. Pruebe que la condición de Slater se satisface si y solamente si,

r > r∗ := mı́n

{

〈Ax, x〉 :

n
∑

i=1

xi = 1, x ≥ 0

}

.

3. Si r > r∗ y x̄ ∈ R
n es un mı́nimo de (R) muestre que existe λ̄ ∈ R y µ̄ ∈ R+ tal que x̄ es

solución del problema







mı́n〈c, x〉 + λ̄(1 −
n
∑

i=1

xi) + µ̄(〈Ax, x〉 − r)

x ≥ 0.

Pruebe también que 〈c, x̄〉 + 2µ̄r ≥ λ̄.

Tiempo: 3 horas.
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